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V tomto pfispévku se budeme zabyvat konstrukcemi tiseéek, jejichz
délky jsou iracionalni &isla tvaru /n, kde n je prirozené ¢islo, které nenf
druhou mocninou jiného pfirozeného ¢isla. Cilem ¢lanku je poukazat na
jednu uzite¢nou konfiguraci dvojice jednotkovych kruznic, v niz 1ze snadno
objevit usecky, jejichz délky jsou rovny nékterym vyse uvedenym iracio-
nalnim ¢islim, a to bud p¥imo, nebo doplnénim vhodného bodu(i) v této
konfiguraci. Uvedeny postup je méné obvykly, avSak zejména diky snadné
konstrukci a dikazim zaloZzenych na Pythagorové vété a Eukleidovych
vétach mohou jej vyuzit ucitelé pfimo v hodinach planimetrie vénovanych
vySe zminénému ucivu.

Uvazujme dvé jednotkové kruznice ki, ko po fadé se stiedy Sp, Ss,
z nichz kazda prochazi stfedem druhé z nich. Ozna¢me P, @) pruseiky
kruznic ki, ko a B prisecik piimek PQ a 5152, viz obr. 1. Je ziejmé, ze
kruznice k1, ko jsou soumérné sdruzené podle piimky PQ (jejich chordaly).

A

Obr. 1
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Ozna¢me déle A, D priiseciky tecny ke kruznici k; sestrojené v bodé So
s kruznici ks, viz obr. 1, R druhy z prusec¢iki pfimky S7.52 s kruznici ke a C
bod kruznice k; stfedové soumérny s bodem A ve stFfedové soumeérnosti se
stfedem B.
Nejprve ukdzeme, Ze plati
(i) [S14] = V2,
(i) |PQ|= V3,
(iii) |AC| = /5.
Jednotliva tvrzeni lze snadno dokdzat pouze s vyuzitim Pythagorovy
véty a vét Eukleidovych.
ad (i) Tvrzeni plyne pfimo z Pythagorovy véty. Trojuhelnik S155A je
pravouhly rovnoramenny s pravym thlem pfi vrcholu S; a odvésnami
délky 1. Z¥ejmé tedy plati |S;A| = /12 + 12 = /2 (obr. 1).
ad (ii) Z Thaletovy véty plyne, Ze trojihelnik S; RP je pravouhly trojt-
helnik s pravym thlem pfi vrcholu P, use¢ka PB je jeho vyska z vrcholu P
(obr. 1). Ze vzajemné polohy obou kruZnic plyne

1 3
18| = |BS:| =5, [|$iR|=2 a [BR|=:.

Podle Eukleidovy véty o vySce v pravouhlém trojuhelniku S;RP tak
plati

1 3 \/g
PB| = ./ Bl-|1BR| = /= -2 - )

Vzhledem k tomu, Ze B je stied usecky PQ, plati |PQ| = 2|PB| = v/3.

ad (iii) K dikazu tvrzeni vyuzijeme opé&t Pythagorovu vétu. Bod C' € ky
je obrazem bodu A ve stfedové soumérnosti se stfedem B a soudasné je
soumérné sdruzeny s bodem D vzhledem k ose P(Q. Te¢na ke kruznici ko
sestrojend v bodé D je tedy totozné s te¢nou ke kruznici ki sestrojenou
v jejim bodé C a je kolma k PQ, a tedy i k AD. Trojihelnik ACD je
pravouhly s pravym thlem pi#i vrcholu D, v némz |[CD| = 1, |AD| = 2.
Plati tedy (obr. 1)

|AC| = \/|AD|2 +|CD|?2 = v/22 4+ 12 = /5.

Usecky délek v/2, v/3, V/5 je tedy v uvedené konfiguraci kruznic mozno
objevit pfimo. Doplnénim dal§tho vhodného bodu muzZzeme ziskat postupné
usecky délek \/6, \ﬁ, \/g, atd.
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Uvazujme otoceni R(S1;+45°), v némz se bod A zobrazi na bod A’
(obr. 2). Trojtuhelnik A’S; R je pravothly s pravym thlem pii vrcholu Sj.
Pro délku jeho piepony A’R plati

|A'R| = /JASIP TSR =/ (V2)° + 22 = V6.

Ad

Q!
Obr. 2

Nasledujici konstrukee tsecky délky v/7, ktera vychazi rovnéz z prezen-
tované konfigurace, vyuziva doplnéni trojice bodu P, S7, R na rovnobéznik
PS{RT (obr. 3), pficemz pro délky jeho stran plati

|PSi|=|TR|=1 a |SiR|=|PT|=2.
Vzhledem k tomu, Zze PS; | TR a PQ L SiR, je také PQ L PT. Troj-

thelnik PQT je tedy pravouhly s pravym thlem pfi vrcholu P a podle
Pythagorovy véty plati

|PT| = /[PQP + [PT? = \/ (V3)* + 22 = V7.
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Obr. 3

Otoceni lze vyuzit také pii konstrukei tsecky délky /8. Uvazujme oto-
¢eni R(R; —90°), obraz bodu S; v tomto otoleni ozna¢me S| (obr. 4).
Trojuhelnik S;RS] je pravouhly rovnoramenny s pravym thlem p¥i vr-
cholu R a shodnymi odvésnami |RS;| = |RS]| = 2. Plati tak

1511 = \/IS1R|? + |RS;|? = V22 + 22 = V8 = 2V2.

Konstrukei (nékterych v poradi dalsich) tisecek iracionalnich délek, tj.
usecek délek /10, v/11, v/12, v/13, v/ 14 atd., ponechame zajemcim o tuto
problematiku k samostatnému procvi¢eni (se snadnymi navody). Plati
napr.

V10 = /32 + 12, \/ﬁ:\/32+(\/§)2; V12 = 2V/3;
VI3=1/32 122, V1d=/324 (V5)”.

Snadno také vidime, Ze uvedenou konfiguraci lze vyuzit ke konstrukci
usecek délek r - y/n, kde r je dané kladné racionalni ¢islo a n prirozené
¢islo, které neni druhou mocninou jiného piirozeného &isla, napi. 3+/13

1
apod.
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Obr. 4

Popsanou konfiguraci dvou shodnych jednotkovych kruznic lze vyuzit
naznadenym zpusobem k rychlé konstrukei tisecek délek y/m, kde n neni
druhou mocninou jiného pfirozeného ¢&isla. Vychazime z jediného gene-
rického obrazku. Tyto konstrukce jsou efektivni pfedevsim pro n mala
prirozena (n < 20). Jde pfitom o tzv. stavebnicovou metodu, pfi niz vy-
chazime z jedné a téze konfigurace. Je vSak nutné konstatovat, ze popsanou
metodou se htfe konstruuji tsecky délek y/n pro velkd n. PFi konstrukei
takovych tsecek je zapotiebi sestrojit pomérné velké mnozstvi tisecek s ra-
cionalnimi ¢ iracionalnimi délkami v/d, kde d je pFirozené ¢islo mensi nez n.
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