Zajimavé matematické ulohy

Uvefejnhujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické ilohy
a uvadime zadani dalsi dvojice uloh. Regenf novych tloh 267 a 268 miuzete
zaslat nejpozdéji do 30. 6. 2021 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI, 17. lis-
topadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou na emailovou
adresu mfi@Qupol.cz.

Uloha 267
V pravouhlém trojuhelniku ABC' s odvésnami délek |BC| = a a |AC| =
= b, a < b, protnou osy jeho vnitiniho a vnéjsiho thlu pii vrcholu C
pfimku AB po Fadé v bodech E a F. Urcete obsah trojiuhelniku FFC.
Jaroslav Zhouf

Uloha 268
V oboru redlnych ¢isel najdéte feSeni soustavy rovnic
px+ 2y =2,
z+(p* -3)y=p-1

s redlnym parametrem p.
Pavel Caldabek

Déle uvadime feseni uloh 263 a 264, jejichz zadéani jsme zvetejnili ve 3. &isle
loniského (29.) ro¢niku naseho ¢asopisu.

Uloha 263
Najdéte vSechny funkce f: N — N, které maji pro kazdé pfirozené
¢islo m nasledujici vlastnost: pokud oznac¢ime di,ds,...,d, vSechny dé-

litele ¢isla m, plati

fldy) + f(da) + ...+ f(dn) = m.
Pavel Caldbek

Regeni. Cislo 1 mé jediného délitele 1. Plati tak f(1) = 1. Necht p je
libovolné prvocislo, to mé pravé dva délitele 1 a p, podle zadani plati

p=f)+ flp) =1+ f(p),
proto f(p) = p — 1. Pro &islo p? se tfemi déliteli 1, p a p? plati

pPP=r)+fp)+fP)=1+@-1)+ f(p*).
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Odtud f(p?) = p* — p. Necht p a ¢ jsou riizna prvocisla. Cislo pg mé &tyfi
délitele 1, p, g a pqg. Podle zadani mame

pe=f()+f)+ fl@)+flpg) =1+ (p—-1)+(¢—1) + f(pa),

odtud f(pq) = (p—1)(g — 1).
Necht pfirozené ¢islo m ma néasledujici rozklad na soucin prvodisel

kv, k
m = py'py’ .. .p’;S.
Uzitim principu matematické indukce vzhledem k souctu n = ki + ko +
+...+ ks (ktery nazveme vgiskou m) dokdZeme, Ze pro vSechna pfirozena
¢isla s vyskou n € Ny

Fm) = (o —p0 @5 =P (8 — ). (1)

Pron =0,1,2 to bylo dokdzano v predeslém odstavci. Pfedpokladejme, ze
tvrzeni plati pro pfirozené &isla s vyskou nejvyse n > 2, dokdZzeme Ze plati
i pro pfirozena ¢isla s vyskou n+ 1. Necht p je nékteré prvocislo, které déli
¢islo m s vyskou n + 1. Rozlisime dva piipady.

(i) Necht m = p"*!. Potom dle zadan{ plati

P =14 fp)+.. M)+ M) =
=1+(p-D+...+@" —p" )+ ")

Odtud f(p™*t!) = pm*! — p™, coz v tomto p¥ipadé dokazuje (1).

(ii) Necht k (1 < k < n) je nejvyssi mocnina prvodisla p, ktera déli m
a plati

m=pipy.ppt =aph,

kde 1 < k < n a vyska ¢isla m je n + 1. VSechny délitele ¢isla m mu-
zeme rozdélit na dvé diskunktni skupiny. V prvni jsou vSichni délitelé ¢isla
m/p = a-p*! vygky n, ve druhé jsou délitelé &isla m, ktefi jsou na-
sobkem p*. Kdyz pro kazdé ¢&islo z prvni skupiny uvazujeme jeho funkéni
hodnotu funkce f, pak soucet té&chto funkénich hodnot je dle zadani a-pF=1.
Oznac¢ime-li dy, ..., d, = a vSechny délitele ¢isla a, potom ve druhé skupiné
jsou ¢isla tvaru d; - p¥, kde 1 < i < r. Pro i < r maji tato éisla vysku nej-
vyse n. Podle indukéniho predpokladu plati f(d; - p*) = f(d;)(p* — p*~1),
soucet funkénich hodnot ¢isel ze druhé skupiny tak podle zadani je

" =" ) (f(d)+. . +F(dror))+f(ap®) = (0" =" 1) (a—f(a))+ f(a-p").
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Spojenim obou predchozich vysledku zjistime, Ze soucet funkénich hodnot
v8ech délitela ¢isla m je

a-p* (" =p" ) (= f(@)) + fa-p®) = a-p* = f(a) " =" 1)+ fla-p").
Podle zadani je oviem tento soucet roven a - p¥, odtud jiz dostaneme

fla-p*) = f(@)(@* —p* ),

coz dokazuje (1) i ve druhém piipadé.
UZitim principu matematické indukce tak (1) plati pro v8echna pfiro-
zend ¢isla m.

Pozndmka. Funkce f, kterou jsme nasli je jedina, a je to tzv. Eulerova
funkce .

Spravné feSeni zaslali Karol Gajdos z Trnavy a Adam Mendl z GPAC
v Téabofe.
Netuplné feSeni zaslal Adam BlaZek z G v Plzni, Mikulagské nam.

Uloha 264

T¥i bohatyti bojuji s drakem Gorynyc¢em. Ilja Muromec kazdym svym
tiderem mece setne drakovi polovinu jeho hlav a k tomu jesté jednu. Dob-
ryna Nikiti¢ kazdym svym tuderem odetne drakovi t¥etinu jeho hlav a
k tomu jesté dvé. Aljosa Popovié¢ utne kazdym svym tderem drakovi ¢tvr-
tinu jeho hlav a k tomu jesté t¥i. Bohatyti bojuji s drakem v poradi, které
si sami zvoli. Pokud Zzadny z bohatyrt nemuZe utit drakovi hlavy (nebot
podet hlav by nebyl celoé¢iselny), Goryny¢ tii bohatyry sezere. Rozhod-
néte, zda bohatyii mohou stit vSechny hlavy draku Gorynicovi, ktery ma

|
29! hlav. prevzato ze soutéZe Turnaj mést, jaro 2020

Reseni. Necht k je pFirozené &islo. Pokud ma drak 2k hlav a zatutoci na ndj
Ilja Muromec, zbude mu k—1 hlav. Pokud ma Goryny¢ 3k hlav, potom mu
jich po utoku Dobryni Nikiti¢e zbude 2k —2 = 2(k —1), kone¢né pokud ma
drak 4k hlav, zbude mu po utoku Aljosi Popovice 3k — 3 = 3(k — 1) hlav.
Protoze k—1 je celé nezaporné ¢islo, plyne odtud, Ze po utoku libovolného
bohatyra na draka s kladnym po¢tem hlav mu jich zbude cely nezéaporny
pocet.

Cislo 29! je sudé. Ukdzeme, Ze pokud bohatyfi za¢nou atocit na draka
se sudym poc¢tem hlav, po nékolika (jednom nebo dvéma) vhodné zvole-
nych tderech bude mit Goryny¢ pocet hlav, ktery je opét délitelny dvéma.
Bohatyti budou své tatoky volit nasledujicim zptisobem:
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e Pokud je pocet hlav délitelny 4, tedy je roven 4k pro vhodné pfirozené
¢islo k, zaato¢i AljoSsa Popovi¢. Po jeho zasahu bude mit drak 3k — 3
hlav. JestliZe je toto &islo liché (a tedy k > 2), zautoGi dale Dobryna
Nikiti¢, drak pak bude mit 2k — 4 = 2(k — 2) hlav, tedy pocet délitelny
dvéma.

e Pokud je pocet Gorynyc¢ovych hlav sudy ale neni délitelny ¢tyimi, tedy
4k+2 pro vhodné celé nezaporné celé ¢islo k, napadne jej [lja Muromec,
po jeho zasahu bude mit drak 2k hlav.

Protoze po kazdém tutoku se pocet Gorynyc¢ovych hlav zmensi, opako-
vanim téchto tahti mu bohatyti nakonec vSechny hlavy setnou.

Jiné teseni. Pokud méa drak O hlav, bohatyti vyhrali. Pokud ma 1 nebo
5 hlav, tak zaddny bohatyr nemize zattocit a budou vSichni sezrani. Ko-
ne¢né, pokud méa Goryny¢ 2, 3 nebo 4 hlavy, potom je mohou bohatyii
jednim tderem vedenym po fadé Iljou Muromcen, Dobryiiou Nikiti¢em
nebo Aljosou Popovi¢em vsechny stit.

Uzitim principu matematické indukce ukdzeme, ze pokud méa drak pocet
hlav z mnoziny Ay = {6k, 6k +2, 6k + 3,6k +4} pro celé nezaporné ¢islo k,
potom bohatyti mohou drakovi né&jakou posloupnosti tdertii stit vSechny
hlavy. Pro k = 0 to bylo dokdzéno v predchéazejicim odstavci.

Predpokladejme, Ze dané tvrzeni plati pro vSechna cela nezaporna cisla
mensi nez k a pocet GorynycCovych hlav je z mnoziny Aj. UkaZzeme, Ze
néktery z bohatyri nyni mutze drakovi stit hlavy tak, ze pocet jeho hlav
bude z nékteré mnoziny A; pro 0 <! < k a bohaty¥i tak maji posloupnost
seki, ktera vede k zabiti draka.

e Pokud ma drak 6k hlav, potom po tderu Dobryni Nikiti¢e jich bude
mit 4k — 2 > 2. JelikoZ je to ¢islo sudé a mensi nez 6k, patii do n&jakeé
mnoziny A; pro ! < k.

e Pokud ma Goryny¢ 6k+3 hlav, bude jich mit po ideru Dobryni Nikitic¢e
4k > 4, coz je ¢islo sudé a mensi nez 6k, proto opét patii do né&jakeé
mnoziny A; pro [ < k.

e Necht mé drak 6k + 2 hlav, potom jich po téti Ilji Muronce bude mit
3k, protoze 3 < 3k < 6k a jedna se o ¢islo délitelné 3, patii opét do
nékteré z mnozin A;.

e Konec¢né, necht ma Goryny¢ 6k + 4 hlav.

o Pokud je ¢islo 3k + 1 sudé (tedy k liché), udefi Ilja Muromec, po

jeho seku bude mit drak 3k + 1 hlav, stejné jako v pfechozim lehce
nahlédneme, Ze toto sudé ¢islo patii do nékteré z mnozin A;.
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o V opacném pripadé udefi Aljosa Popovié, potom bude mit Gory-
ny¢ %k hlav, coz je ¢islo délitelné tfemi, tedy patiici do vhodné mno-
Zil’ly Al.

Uzitim principu matematické indukce tak tvrzeni plati pro vSechna
nezaporna cela Cisla k. Protoze ¢islo 29! je (nejmensim) prvkem mno-
ziny Asgi/6, maji bohatyii posloupnost tdert, kterymi setnou Gorynycovi
vSechny hlavy.

Pozndmka. Zvolené posloupnosti tahit v obou feSenich jsou jednozna¢né
a urcuji nam potradi, ve kterém jisté bohatyii Gorynyc¢ovi utnou vSechny
hlavy. OvSem nemusi to byt jediné (natoZ nejkratsi) posloupnosti uder,
kterymi lze drakovi v8echny hlavy stit. Ozna¢me bohatyry I, D, A podle
prvniho pismene jejich jména. VypiSme posloupnosti, jak lze drakovi se
20 hlavami vSechny utnout. Pouzijme zapis, kde napf. 14 znamena, Ze
drakovi po zasahu Ilji zbudou 4 hlavy. Algoritmus z prvniho feSeni d&
nasledujici posloupnost 4 zasaht

Al12 A6 1210,
algoritmus ze druhého posloupnost 3 utoki
19 N4 A0.
Draka lze ovSem zabit i nasledujicimi posloupnostmi 4 zasaht
A12 A6 N210, Al12N61210, Al12N6N2I0.

Uzitim poéitace zjistime, ze podle prvniho algoritmu bohatyti Gorynyce
zabiji po 175 atocich (Ilja 36, Dobryha 43, Aljosa 96), podle druhého
algoritmu po 136 uderech (Ilja 64, Dobryiia 36, Aljosa 36). Pfitom nejkratsi
posloupnost vedouci k zabiti draka se sklada ze 116 a nejdelsi ze 192 uderii.

Sprévna feseni zaslali Karol Gajdo$ z Trnavy, Amdlie Dostalikovd, Ven-
dula Onderkovd obé z GJS v Prerové a Karel Stehlik z GChD v Praze 5,
Zborovska 45.

Nedopatfenim se nam do seznamu spravnych Fesitelt tlohy 262 v minu-
lém ¢&isle nedostal Lubomir Hajdanka z Michalovei, za coZ se mu omlou-
vame a dodate¢né jej do seznamu zafazujeme.

Pavel Caldbek
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