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Exponencialnimi diofantovskymi rovnicemi rozumime takové rovnice,
v nichZ celo¢iselné neznamé maji charakter exponenti danych exponen-
cialnich funkei se zéklady, jimiZ jsou pfirozena ¢isla vétsi nez 1. V tomto

¢lanku, ktery navazuje na [4], se zaméfime na nékteré typy exponencialnich
diofantovskych rovnic o dvou neznamych ve tvaru

a® -t =c, (1)

kde x, y jsou neznamé z oboru pfirozenych ¢isel, a, b jsou dana pfirozené
¢isla vétsi nez 1 a c je dané celé &islo (¢ # 0).

Pro ¢ = 1 vyslovil jiz v roce 1844 belgicky matematik Fugene Charles
Catalan zajimavou hypotézu, kterou dokézal az v roce 2002 rumunsky
matematik Preda Mihdilescu.

Véta 1 (Catalanova)
Diofantovska rovnice ve tvaru

a® —bv =1,

kde a, b, x, y jsou hledana prirozena ¢isla vétsi nez 1, ma pravé jedno
FeSeni, a to (a,b,z,y) = (3,2,2,3).

Problematikou téchto rovnic a rovnic jim podobnych se zabyvalo mnoho
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dalsich matematiki, zejména S. S. Pillai") a M. A. Bennett® . Nejdiile-

VVVVVV

v [5] a[7].

Véta 2

Necht a, b jsou dané prirozené Cisla vétsi neZ 1, pak diofantovské rov-
nice (1), kde z, y jsou nezndmé z oboru pfirozenych &isel a ¢ je dané celé
nenulové ¢islo, méa nejvyse dvé feSeni.

Specialné pak pro a = b+ 1 plati nasledujici véta.

Véta 3 (M. A. Bennett, 2003, viz [2])
Necht b, ¢ jsou dané pfirozena ¢isla, b > 2, pak diofantovska rovnice

[(b+1)" = b =c, (2)
ma v oboru prirozenych ¢&isel nejvyse jedno feSeni s vyjimkou
(b,0) €{(2,1),(2,5),(2,7),(2,13),(2,23),(3,13)}.

V prvnich dvou pfipadech ma rovnice (2) pravé 3 feSeni, v poslednich
¢tyfech pripadech ma pravé 2 feSeni. Dikaz této véty je mozno nalézt
v [2].

Dale v piispévku uvedeme elementdrni metody feSeni nékterych special-
nich exponencialnich diofantovskych rovnic ve tvaru 3% — 2¥ = ¢, resp.
2Y — 3% = ¢, kde z,y jsou neznamé z oboru pfirozenych Cisel a ¢ je dané
prirozené ¢islo. Tyto rovnice lze zapsat souhrnné ve tvaru (2) pro b = 2,
tj.

3% —2Y] = c.

Pri feSeni této a nasledujicich uloh se vyuziva predevsim metody fakto-

rizace (sou¢inového tvaru rovnice) a ¢iselnych kongruenci.

Priklad 1
V oboru pfirozenych ¢isel feSte rovnici

37 —2v = 1.

D Subbayya Siwvasankaranarayana Pillai (1901-1950) indicky matematik, zamé&fujici
se na teorii ¢isel. Jeho pFispévek k Waringovu problému popsal v roce 1950 K. S. Chan-
drasekharan jako témér jisté jeho nejlepsi dilo a jeden z nejlepSich aspécht v indické
matematice od doby Ramanujana.

2) Michael A. Bennett (1965-dosud), kanadsky matematik zabyvajici se diofantov-
skymi aproximacemi a teorii ¢isel
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Resendt. Danou rovnici prepiSeme do tvaru
3% —1=2Y. (3)

Pro x = 1 dostavame y = 1. Je-li * > 2, pak y > 3. Levou stranu
rovnice (3) dale upravime podle znadmého vzorce

A" —B"=(A—B)(A" ' + A" ?B ...+ AB" 2 4 B"71)

pro libovolna realné ¢isla A, B (zde A = 3, B = 1) a libovolné pfirozené
¢islo n.
B-1)B" ' +3" 2+ .. +32+3+1)=2Y,
tj.
37 4372 4324341 =2v (4)

Vzhledem k tomu, Ze vyraz na pravé strané (4) je délitelny dvéma, musi
byt délitelna dvéma i leva strana. To nastane, pokud je na levé strané (4)
sudy pocet s¢itanct. Nutné plati x = 2k, kde k je vhodné pfirozené ¢islo.
Rovnici (3) lze pak upravit do tvaru

320 1 =34 1)(3% - 1) =2v.

Ziejmé 3 +1 = 2™ a 3F — 1 = 27, kde m, n jsou cela nezdporna &isla,
m > n, m+n = y. Zaroven ale plati (3*+1)— (3 —1) = 2. Takze 3k +1 = 4
a3 —1=2,tj. k=1, neboli z = 2 a z rovnice (3) ziskime y = 3. Zkouskou
(je zde soucasti feSeni) se presvédéime o spravnosti ziskaného FeSeni.
Zavér. Dané rovnice, jejiz feSeni jsme hledali v oboru pfirozenych ¢isel,
mé pravé dvé feseni, tj. (x,y) € {(1,1),(2,3)}. Nalezeny vysledek je tedy
ve shodé s vétou 2.

Podobné lze fesit také nésledujici tlohu.
Priklad 2

V oboru pfirozenych ¢&isel feste rovnici

2y — 37 =1.
Resent. Nejprve danou rovnici upravime do tvaru
3*=2Y —1. (5)

Pro y = 1 nem4 dana tloha TeSeni v oboru pfirozenych cisel. Jestlize
y > 2, pak z > 1.
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Po apravé pravé strany rovnice (5) dostaneme
3r=0vlpov2 4 4224241,

Tedy 3| (2v714+2Y=24...4224+2+1), z ¢ehoZ (podobné jako v pitkladu 1)
nutné y = 2k, kde k je vhodné pfirozené ¢islo. S ohledem na tuto podminku
pfepiSeme rovnici (5) do tvaru

37 =2% _1=02F+1)2F -1).

Dale postupujeme analogicky jako v prikladu 1. Cisla 28 + 1 a2F -1
jsou tedy mocninami ¢isla 3 a zaroven je jejich rozdil roven 2. Plati tudiz
2k 41 =3a2%—1 = 1. Zkouskou se opét pfesvédéime, Ze nalezena dvojice
(1,2) je feSenim tulohy.

Zavér. Dana rovnice ma pravé jedno FeSeni v oboru pfirozenych ¢&isel, a to
ve tvaru (x,y) = (1,2).

Prvni dva priklady lze souhrnné povazovat za rovnici
|3w - 2y| =1,
pro niz jsme v oboru prirozenych ¢isel nalezli pravé 3 reSeni dané rovnice,
ato (z,y) € {(1,1),(1,2),(2,3)}, coz je ve shodé s tvrzenim véty 3.

Nasledujici priklad nédzorné ukazuje, ze zkoumané exponencialni diofan-
tovské rovnice tvaru (2) nemaji feSeni v oboru pfirozenych &isel pfi volbé
nékterych hodnot celého &isla ¢ na jeji pravé strané.

Priklad 3

V oboru pfirozenych ¢isel feSte rovnici
3% —2Y =2. (6)

Resent. Danou rovnici upravime nejprve do tvaru 3% = 2Y 4 2. Jelikoz
y > 1, lze rovnici prepsat do tvaru

37 =202 1),

avSak 2 1 3% pro kazdé pfirozené x, coz znamena, ze rovnice (6) nema Feseni
v oboru pfirozenych ¢éisel.

Poznamka. Vysledek prikladu 3 miizeme zobecnit, zvolime-li v rovnici
|37 — 2Y| = ¢ ¢islo ¢ = 2k, kde k je dané pfirozené &islo. Analogicky
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lze postupovat i pro ¢ = 3k. Ve vSech téchto pripadech neméa dané rovnice
feSeni v oboru prirozenych ¢isel.

Dale se budeme zabyvat diofantovskymi rovnicemi 3* — 2¥ = 5 a
2¥ — 3% = 5, tj. rovnici |3” —2¥| = 5. Podrobné feseni diofantovské rovnice
3% — 2¥ = 5 je moZno nalézt v [4, pfiklad 7]. Tato iloha ma pravé jedno
FeSeni (x,y) = (2,2) v oboru pfirozenych &isel.

Zabyvejme se nyni rovnici 2¥ — 3% = 5. P1i jejim TeSeni a také pii feSeni
nésledujicich dvou tloh vyuZijeme metodu ¢iselnych kongruenci.

Priklad 4
V oboru pfirozenych Cisel feste rovnici

2Y — 3% =5.
Resend. Danou rovnici nejprve prevedeme do tvaru
3* =2Y — 5. (7)

Vyraz 3% na levé strané (7) nabyva kladnych hodnot, tudiz 2¥ —5 > 0, a
tedy y > 3. Nyni upravime rovnici (7) do tvaru

3" _3=2V_8. (8)

Protoze y > 3, plati
3 —3=2(2"%-1).

Je tedy 23 | (37 — 3), tj. 2% | 3(37~! — 1). Jelikoz 23 1 3, je 23 | (37~1 — 1).
Je-li = 1, z rovnice (8) ziskdme FeSeni (z,y) = (1,3). V piipadech, kdy
x > 2 atedy y > 4, dostavame v rovnici (8) na obou stranach pfirozené
¢islo. Necht 23 = 3271 —1, tedy z = 3. Z rovnice (7) ziskdme y = 5. Dostali
jsme tak dalsi FeSeni ve tvaru (x,y) = (3,5). Konecné, jestlize z > 4, pak
rovnici (7) upravime do tvaru

3% —81=2Y—86. 9)
Dale rovnici (9) upravime
81(3""*—1) =2 —86.

Tedy 81 | (2¥ — 86) = 2(2v~! — 43). Jelikoz 81 1 2, je 81 | (2¢~1 — 43).
Nejmensi mocnina ¢isla 2, kterd vyhovuje posledni podmince o délitelnosti
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¢islem 81, je y—1 = 22. Dale pak vyhovuji ¢isla 76, 130, 184 atd. Plati tedy
y = 23+ 54k, kde k je vhodné celé nezaporné ¢islo. Zaroven lze rovnici (9)
upravit do tvaru

3" —81=2(2v"" —43).
Cislo 2 delf 3% — 81 = 81(3*~* — 1). Protoze 2 { 81, plati 2 | (3*~* — 1).
Nejmensi vyhovujici mocnina ¢&isla 3 je x — 4 = 0. Dale pak 2, 4, 6 atd.
Pak tedy x = 4 + 2[, kde [ je vhodné celé nezédporné ¢islo. Rovnici
2Y—-3*=5
prepiseme do tvaru

223""54]6 _ 34+2l — 223 . 254k _ 81 . 32l — 223 . (254)k _ 81 . 9l — 5 (10)

Z kongruenci

223 = 3 (mod 5),
2%4 = —1  (mod 5),
81 = 1 (mod 5),

9=-1 (mod5)

a jejich vyuzitim v (10) plyne kongruenéni exponencialni rovnice

3-(—1)*

Il
-
—
|
—
N}
<

(mod 5). (11)

JelikoZ pro vSechna cela nezaporna ¢isla n plati, ze (—1)™ nabyva pouze
hodnot 1 a —1, nemé kongruenéni rovnice (11), a tedy ani rovnice (10)
v oboru pfirozenych ¢isel, feSeni. Dané tloha ma v oboru pfirozenych ¢éisel
pravé 2 feseni, coz je v souladu s vétou 2.

Zavér. Dané tloha méa pravé dvé feSeni v oboru pfirozenych ¢&isel, a to
(z,y) € {(1,3),(3,5)}.
Rovnice |37 — 2Y| mé tedy v oboru pfirozenych ¢isel celkem t¥i

feSeni (z,y) € {(1,3), (2, ) (3,5)}, coz je opét v souladu s vétou 3.

Priklad 5
V oboru pfirozenych ¢&isel feste rovnici

3T =7
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Resend. Ze zadani je patrné, ze x > 2, a tedy y > 1. Danou rovnici upra-
vime do tvaru

3°—9=2V_2 (12)

Pokud z = 2, pak snadno ziskadme FeSeni, kterym je dvojice (z,y) = (2,1).
V pripadech, kdy « > 3, lze rovnici (12) pfepsat do tvaru

3% — 27 = 2¥ — 20. (13)
Z rovnice (13) plyne, Ze y > 5. Déle tuto rovnici upravime do tvaru
27 (3773 — 1) = 2¥ — 20.

Tedy 27 | (29 — 20) = 4(2v~2 — 5). Jelikoz 27 t 4, pak 27 | (2¥=2 — 5).
Nejmensi mocnina ¢isla 2 vyhovujici této podmince je y — 2 = 5. Déale pak
23, 41, 59 atd. Proto y = 7 + 18k, kde k je vhodné celé nezaporné ¢islo.
Rovnici (13) lze upravit do tvaru

3 —27T=4(2v"%-5).

Cislo 4 d&li 3% — 27 = 27(3°73 — 1). Protoze 4 1 27, je 4 | (3*73 — 1).
Nejmensi vyhovujici mocnina ¢isla 3 je zde  —3 = 0. Dale pak 2, 4, 6 atd.
Odtud =z = 3 + 2I, kde [ je vhodné celé nezéporné ¢islo. Rovnici

3T =7
lze nyni prepsat do tvaru
33420 _gTHI8k —97. 320 _198.218F —97.9! —128.262144F = 7. (14)

Z kongruenci

27 = -1 (mod 7),
9= 2 (mod7),
128 = (mod 7),

262144 = 1 (mod 7)
a jejich vyuzitim v (14) plyne kongruenéni exponencialni rovnice
(=1)-2'=2-1"=0 (mod 7). (15)

Podminkou pro feSeni kongruenéni rovnice (15) je splnéni kongruence
2! = 5 (mod 7). Jelikoz v3ak pro viechna celd nezdporna Cisla n davaji
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Cisla 2™ pii déleni 7 pouze zbytky 1, 2, 4, neméa kongruenéni rovnice (15),
ani rovnice (14), FeSeni v oboru pfirozenych isel.
Zdvér. Resenim dané tlohy je tedy jedina dvojice (z,y) = (2,1).
Priklad 6

V oboru pfirozenych ¢isel feSte rovnici

W 3" =17

Resent. Ziejmé y > 3, pfitom pro y = 3 nemé rovnice feSeni v oboru
pfirozenych ¢isel. Pro y > 4 lze danou rovnici upravit do tvaru
2Y —16 =3 —-09. (16)
Leva strana rovnice (16) je evidentnd vétsi nebo rovna 0, a tudiz x > 2.
Pro y = 4 obdrzime feSeni (x,y) = (2,4).
Jestlize y > 5, pak ze zadani plyne z > 3. Pro x = 3 vSak neexistuje
piirozené ¢islo y spliwujici rovnici 2¥ — 3% = 7. Je-li > 4, lze rovnici (16)

upravit do tvaru
2Y — 88 = 3% — 81. (17)

Dale rovnici (17) upravime
2V —88=81(3"""-1).

Tedy 81 | (2¥ — 88) = 8(2v=3 — 11). Jelikoz 81 ¢ 8, je 81 | (2¢=3 — 11).
Nejmensi vyhovujici mocnina &isla 2 je y — 3 = 13. Dale pak 67, 121, 178
atd. Nutné tedy y = 16 + 541, kde [ je dané celé nezaporné ¢&islo. Zaroven
1ze rovnici (17) upravit do tvaru

8(2¢7° —11) = 3" — 81.

Tedy 8 | (3% —81) = 81(3*~*—1). Protoze 8 { 81, je 8 | (3*~* —1). Nejmensi
vyhovujici mocnina ¢isla 3 je x — 4 = 0. Dals${ mozné mocniny jsou pak 2,
4, 6, 8 atd. Proto x = 44 2k, kde k je vhodné celé nezaporné ¢&islo. Rovnici
2Y — 3" =7 prepiSeme do tvaru

216+54l _ 34+2k — 48+27l _ 92+k — (28+27l _ 32+k) (28+27l + 32+k) — 7

Jelikoz 284271 132+ je prirozené &islo (vétsi nez 2), je take 287270 —32+k
pfirozené ¢islo. Vzhledem k tomu, Ze 7 je prvocislo, musi platit

28+27l + 32+k — 7 a 28+27l _ 32+k =1.
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Odeétenim téchto dvou rovnic obdrzime rovnici 32T* = 3. Tedy pro expo-
nent 2 4+ k plati 2 + k = 1. ProtoZe zaroven x = 4 + 2k = 2(2 + k), pak
r = 2, coz je vSak ve sporu s predpokladem x > 4.

Zdveér. ReSenfm dané tlohy v oboru pfirozenych ¢&isel je jedind usporadané
dvojice (z,y) = (2,4).

Rovnice [3* — 2Y| = 7 mé& pravé 2 feSeni v oboru pfirozenych &isel, tj.
FeSeni ve tvaru (z,y) € {(2,1),(2,4)}, coz je opét v souladu s vétou 3.

V zéavérecné ¢asti prispévku uvadime piiklady exponencidlnich diofan-
tovskych rovnic (ptfiklady 7-9) tvofici tzv. gradovany tetézec iloh (viz
napf. [6]), které byly vyuZity v 62. ro¢niku (v roce 2013) MO v kate-
gorii B. Ukazuje se tak, Ze uvedenad problematika je vhodna pro praci
s matematicky nadanymi zaky a jejich pfipravu na matematické soutéze.

Priklad 7 (62. MO, B-1-1)
Urcete vSechny trojice (a, b, ¢) pFirozenych ¢isel, pro néz plati
2¢ + 4% =8°.
[}?es’em’: (a,b,c) = (6n —4,3n — 2,2n — 1), kde n je libovolné pfirozené
gislo.]
Priklad 8 (62. MO, B-S-1)
Dokazte, ze zadna z rovnic
3% 4 6Y = 2013,
|32 — 6Y| = 2013
nema feSeni v oboru pfirozenych &isel.
Priklad 9 (62. MO, B-11-3)
Urcete vSechny trojice (a,b, ¢) pfirozenych ¢isel, pro néz plati
2a+2b+1 4 40, 4 16b — 46'
[Resent: (a,b,c) = (2b,b,2b+ 1), kde b je libovolné prirozené &slo.|
Podobné tlohy se vyskytuji v poslednich letech i v zahrani¢nich mate-
matickych soutézich. Dokladem toho jsou mj. nasledujici dvé tlohy, k je-
jichz feSeni lze vyuzit elementarnich metod popsanych v predeslych ¢as-

tech tohoto prispévku. Obé tyto tlohy jiz ponechavame k samostatnému
rozmysleni zadjemctim o uvedenou problematiku.
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Ptiklad 10 (Srbska MO, 2019)
Urcete vSechny dvojice (x,y) nezapornych celych &isel splitujici rovnici

2% =5Y + 3.

[Re§em’: (z,y) € {(2,0),(3,1),(7,3)}.]

Priklad 11 (Vietnamska MO, 2019)
Urcete vechny trojice (x,y, z) pfirozenych &isel splijici rovnici

2"+ 1 =7+ 2%

[Re§enz’: (xz,y,2) € {(3,1,1),(6,2,4)}.]
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