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Poslucha¢im zavére¢ného roéniku navazujiciho studia (ucitelstvi kom-
binace s matematikou), ktefi na po¢atku leto§niho roku vypracovavali na
PiF UP v Olomouci pisemnou ¢ast ke statni zavéreéné zkousce z didaktiky
matematiky, byla predlozena mj. nasledujici skolska tloha.

Necht ABC' je pravoihly trojuhelnik s odvésnami |BC| = a, |AC| =b a
s délkou v vysky z vrcholu C. Dokazte, Ze plati rovnost

1 1:1 (1)

2TE T

P1i zadani tlohy jsme ocekavali od studenti nasledujici FeSeni, které
povazujeme i pro za¢inajici ucitele matematiky za nejsnazsi.

Reseni 1
Vyjdeme ze znamych vzorci pro vypocet obsahu S pravouhlého troj-
thelniku ABC'. Pii bézném oznaceni délek jeho stran plati

1 1
S = iab = icv.
Odtud plyne
IR 1 a® 1
a2 452’ b2 482’ v2 482

Seétenim prvnich dvou vztahi a naslednym vyuzitim Pythagorovy véty
v pravouhlém trojihelniku ABC' bezprostiedné obdrzime
1 1 b? a® a2+b2_ c? !

@TETAE AT A s o
Tim je ditkaz ukonden.

Pti opravé studentskych feSeni nas prekvapila pomérné velka rozmani-
tost pouzitych postupi. Cilem tohoto piispévku je seznamit ¢tenéfe s né-
kterymi zajimavymi postupy nasich posluchact pfi feSeni této tlohy. Jejich
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modifikace dale uvadime. Tyto pristupy lze uplatnit pfimo ve vyuce pla-
nimetrie na SS i ZS, zejména pii procvi¢ovani problematiky Eukleidovych
vét a Pythagorovy véty.

Reseni 2 (pomoci Eukleidovy véty o vysce)
Ozna¢me D patu vysky z vrcholu C. Nejprve vyuZijeme Pythagorovu
vétu v trojihelnicich BCD a ACD, viz obr. 1. Plati tedy

a® =v? + 2 b =v? 4 ci.

A Cy D Ca B
Obr. 1

Po dosazeni za 1/a? a 1/b? z téchto vztahii do levé strany dokazované
identity dostaneme

N D B
N R

Dale uplatnime Eukleidovu vétu o vysce ve tvaru v? = c,c,. Postupné tak
po tpravéich obdrzime

[ S SN N
a2 b2 w2+ 2+
1 1 1 1

+ - +
CaCh + 2 cocpt+c (catap)ea  (catp)en

_ 1 1 n 1y Ccat+Cp 11
oty \ca )  (catcp)cacy  cacy V2
Tim je dikaz ukoncen.
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Reseni 3 (pomoci Eukleidovych vét)
V tomto feSeni byla vyuzita Pythagorova véta a déle Eukleidovy véty

o odvésnach ve tvaru a? = ccq, b® = ccp, z nichz plyne
a’b? = Peyep.
Dosazenim za
1 1 1
= 8 @ — =
a?  cceq b2 ceop

do levé strany dokazované rovnosti a uzitim Eukleidovy véty o vySce do-
staneme

1 1 a® 4+ b2 2 c? c? 1

a2 b2 a2 ab? (acqa)(bcy)  cacpc®  cqcp 02’
coz jsme chtéli dokéazat.

Reseni 4 (pomoci Eukleidovych vét — jiny zpisob)

V tomto studentském FeSeni byly opét pouzity Eukleidovy véty o od-
vésnach a o vysce, avSak autor postupoval jinym zptsobem.

Za a? a b? dosadime do souétu zlomki 1/a? a 1/b2 z Eukleidovych vét
o odvésnéach ve tvaru a’ = cc,, b®> = ccp. Plati tak s vyuzitim Eukleidovy
véty o vysce

1 1 1 1 1 (cq+cp c 1 1
—_ 4= = — + — = = = —.
a? b2 ce, cop ¢\ cuCp CCaCh  CaCh U

Tim je ditkaz ukonden.
Reseni 5 (pomoci Eukleidovych vét — dalsi zpisob)
Uzitim Eukleidovych v&t a déle rovnosti ¢, 4+ ¢, = ¢ postupné obdrzime
a®b? = (ccq)(cep) = cPeqcy =
= c(cq + p)cach = ccep + ccaci= (ccq)(cacs) + (ccp)(cacy) =
= a*v? + b*0? = (a® + b2
Odtud jiz dostavame pozadovanou rovnost

1 1 1

a2+b2_v2'
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ReSeni 6 (uzitim podobnosti trojuhelniki)
Z podobnosti trojuhelnikic ABC a ACD (obr. 1) plyne

a v
c b

Naslednymi tpravami obdrzime ab = cv, a tedy a?b? = cv?. Uzitim Py-
thagorovy véty na pravé strané posledni rovnosti dale mame

a’b? = (a® + b2)v2.

Plati tak
11 a*+b0* 1

a? +172_ a2b? 2’
coz jsme chtéli dokéizat.

Uvedena studentska reseni dané ditkazové tlohy se opiraji vesmés o vy-
uziti znamych tvrzeni platnych pro libovolny pravouhly trojahelnik — Py-
thagorovy véty a Eukleidovych vét. Rozdily mezi nimi predstavuji prede-
v§fm odlisné technické postupy pii jejich vyuziti v konkrétnich Fesenich.

Zavérem uvedeme (naopak) ocekévané zobecnéni vztahu (1), které pred-
stavuje jeho prostorovou analogii. Difve nez k nému pfistoupime, pfipo-
menme zobecnéni Pythagorovy véty v prostoru, kterym je tzv. Faulhabe-
rova véta. Jeji dikazy lze najit napf. v ¢lancich [1] a [2] publikovanych
v Casopise MFT.

Véta 1 (Faulhaberova)
V libovolném pravouhlém ¢tyisténu ABCD s pravymi thly ve sténach
pti vrcholu D, plati
Si+ Sk +S¢ = 5%,

kde S4, Sp, Sc a Sp jsou po fadé obsahy jeho stén proti vrcholim A, B,
CalD.

Véta 2

Necht ABCD je pravouhly ¢tyfstén s pravymi thly ve sténéch pii vr-
cholu D, v ném? |AD| = a, |[BD| = b, |CD| = ¢ a v znadi velikost jeho
vysky z vrcholu D. Pak plati

1 1 1 1
2Tt aT e @
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(Vyskou z vrcholu D v uvazovaném ¢&tyisténu ABCD rozumime tsecku,
jejimiz krajnimi body jsou vrchol D a pata P kolmice z vrcholu D k roviné
ABC, viz. obr. 2.)

B

Obr. 2
Diikaz. Pro objem V uvazovaného pravotuhlého ¢tyfsténu ABC D plati

1 1 1 1
V = gSAa— gSBb— gSCC— gSD”U, (3)

kde S4a, Sp, Sc, Sp jsou po fadé obsahy jeho stén BCD, CDA, DAB a
ABC. Ze vztahu (3) plyne

1S3 1 Sy 1 Sz 1 S} (4)
a2 9V B2 9V’ 2 9y2T 2 gV’
Se¢tenim prvnich tif rovnosti (4) a vyuzitim véty 1 dostavame
L1 S S 8 Sese 5
a2 b2 2 9V2 9V 9y2 9V2 C9V2 g2’

coz jsme chtéli dokéizat.
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Z historie vyuky
infiniteziméalniho poctu

DAG HRUBY
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Lze Fici, Ze otazka zavedeni diferencialniho a integralniho poc¢tu do vy-
uky matematiky na stfednich Skolach je stale aktualni. Jsou zde jak piiz-
nivci, tak odptrci této vyuky. Zejména ze strany uéitelit vysokych kol vsak
Casto zazniva nazor, Ze je zbytecné zabyvat se na stfedni sSkole ve vyuce
matematiky derivacemi a integraly, kterym vétSina zakt plné nerozumi, a
ze by bylo uzite¢néjsi vénovat se napf. lomenym vyrazum. Otazka porozu-
mén{ infiniteziméalnimu poctu je slozitéjsi — v této souvislosti lze upozornit
na ¢lanek [1]. Mezi uditeli matematiky mam fadu piatel a vim, Ze né-
ktefi z nich zacali studovat matematiku pravé proto, Ze se jiz na stfedni
Skole seznamili se zéklady infinitezimalniho poc¢tu. V soufasném ramco-
vém vzdélavacim programu pro gymnéazia (RVP G) neni diferenciélni a
integralni pocet uveden, to vSak neznamené, Ze by nebyl na soucasnych
gymnaziich vyucovan, vétsinou je ale zarfazen do volitelné vyuky.

Zarazeni diferencidlniho a integralni po¢tu do vyuky matematiky na
gymnaziich souvisi s tzv. Marchetovou reformou stfedniho skolstvi v roce
1908. Nové ucebni osnovy a plany pro gymnazia a realky byly vyhlaSeny
v roce 1909. Jedna se o posledni tipravy uéebnich osnov gymnazii a realek
v rdmci Rakousko-Uherska. Nafizeni ministra kultu a vyucovani bylo vy-
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