Zajimavé matematické ulohy

Uvetejiiujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické tlohy
a uvadime zadani dalsf dvojice tloh. Resenf novych dloh 269 a 270 mtzete
zaslat nejpozdéji do 30. 9. 2021 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI, 17. lis-
topadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou na emailovou
adresu mf i@upol.cz.

Uloha 269
Je dan pravoihly rovnoramenny trojuhelnik ABC, v némz K je stfed
jeho prepony AB. UvaZzujme pravouhlé trojtihelniky K LM s pravym thlem
pfi vrcholu M, kde vrcholy L, M lezi po fadé uvnitf odvésen BC, AC.
Sestrojte bod L tak, aby tsecka BL méla co nejmensi délku.
Jaroslav Svrcek

Uloha 270
Uvazujme ¢isla ¢ = 2cos (7/7), b = 2cos(37/7) a ¢ = 2cos (5w /7).
Dokazte, Ze t¥i vyrazy a+b+c¢, 1/a+1/b+1/c, abe nabyvaji celo¢iselnych
hodnot.
Pavel Caldbek

Déle uvadime TfeSeni uloh 265 a 266, jejichz zadani jsme zvefejnili v za-
véretném ¢isle minulého (29.) roéniku naseho ¢asopisu.

Uloha 265
V pravothlém trojuhelniku ABC' s pfeponou BC' ozna¢me I stied kruz-
nice jemu vepsané. Urcete obvod tohoto trojihelniku, je-li dano |AI| =
= /72 a |BI| = v/232.
Josef Tkadlec

Reseni. Oznatme K , L, M body dotyku kruznice vepsané trojihelniku
ABC po tadé se stranami BC, C'A, AB. Ze soumérnosti kruznice podle
pifmky prochazejici jejim stfedem plyne |AL| = |AM]|, |BK| = |BM],
|CK| = |CM]| a tyto vzdalenosti ozna¢me po fadé k, [, m.
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7 pravych uhli u vrcholi A, L a M ve ¢tyfauhelniku ALIM plyne, Ze
jde o ¢tverec se stranou délky k. Podle zadani je délka jeho thlopticky Al
rovna /72, proto je délka jeho strany k = v/72/v/2 = 6. Uzitim Pythago-
rovy véty v trojihelniku BIM mame

l=|BM|=/|BI]? = [IM? = /232 — 62 = 14.
Konec¢né, podle Pythagorovy véty v trojuhelniku ABC plati
(144+m)? =1 +m)? = (k+m)*+ (k+1)* = (6 + m)? + 20°.
Gpravou této rovnice dostaneme
16m = 20% + 62 — 142 = 240,
tedy m = 15. Obvod trojihelniku ABC je tedy
2(k+1+m)=2(6+ 14+ 15) = 70.

Spravné feSeni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Frantisek Jachim z Vo-
lyné&, Petr Vach z Jablonce nad Nisou, Adam Blazek z G v Plzni, Miku-
1asské nam., Amdlie Dostalikovd, Anna Pechdckovd, obé z GJS v Prerové,
David Kamenskyj z GaJS v Bieclavi, Piotr Kulisz ze ZSOT v Lublinci (Pol-
sko), Adam Mendl z GPAC v Tabore, S'tépa’n Postava z GMK v Bilovci
a Karel Stehlik z GChD v Praze 5, Zborovska.

Netplné feseni zaslal Michal Vosyka z BG ve Zdaru nad Sazavou.

Uloha 266
Uréete vSechny dvojice (m,n) pfirozenych &isel, pro néz plati

m+ s(n) =n+ s(m) = 2020,

kde s(a) znagi ciferny soucet pfirozeného ¢isla a.
Jaroslav Svrcek
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Resend. Ze zadani je patrné, Ze ¢isla m, n jsou mensi nez 2020, jsou tudiz
obé& nejvyse ¢tyimistna. Necht m = anbpncmdm a n = a,bye,d,, kde a;,
b;, ¢; a d; jsou ¢islice. Rovnici

m+ s(n) =n+ s(m)
upravime do tvaru
999(am — an) = 99(bn, — bim) + 9(cn — cm)- (1)

Pro cislice b; a ¢; ziejmeé plati —9 < b, — b, <9a -9 <¢, —cpn <9,
proto

—972=—99-9—9-9 < 99(by, — by) + (¢ — Cm) < 99-9+9-9 =972,

Z podminky (1) tak plyne, Ze a,, = a,, oznafme tuto ¢islici jako a. Rov-
nici (1) mizeme déle prepsat do tvaru

99(by, — by) = 9(cpn, — Cm)-

Jelikoz —81 < 9(c,, — ¢m) < 81, plati by, = b, a ¢y = c,. Oznaéme
b=b,, =b, ac=c, =c,. Cisla m an mizeme tedy zapsat ve tvaru

m = abed,y,, n = abcd,,.

Rovnici n + s(m) = 2020, resp. m + s(n) = 2020, nyni upravime do
tvaru

1001a 4 1016 + 11¢ + (dy, + dy) = 2020. (2)

Pro ¢islice b, ¢, d,,, d,, plati
0<101b+1lc+ (dpy +dp) <101-9411-94(9+9) = 1026,

odkud je patrné, ze a € {1,2}. Oba pfipady posoudime jednotlivé.
e V piipadé ¢ = 1 ma rovnice (2) tvar

1016 + 11¢ + (dy, + dy,) = 1019.

Z odhadu 0 < 11lc+ (dy, +dp) < 11-9 4 (9+9) = 117 plyne b = 9.
Plati tak 11c+ (d,, + d,) = 110. Jelikoz 0 < d,,, + d,, < 18, plyne odtud
c=9, tedy d,, + d,, = 11, odkud dostavame

(dim,dn) € {(2;9),(3;8), (4;7),(5;6), (6;5), (7;4), (8;3), (9;2)}.
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e V piipadé a = 2 ma rovnice (2) tvar
1016+ 11c + (dp, + dp) = 18.

Odtud jiz nutn& b = 0, plati tak 11c + (dm + dn) = 18. Jelikoz je
0 <dy, +d, < 18, plyne odtud ¢ € {0, 1}.

Pokud ¢ =0, plati d,,, + d,, = 18, tedy d,, = d,, = 9.
Pokud ¢ =1, plati d,,, + d,, = 7, tedy

(dm,dn) € {(0;7),(156),(2;5), (3;4), (4;3), (5;2), (6; 1), (7;0)}.

Existuje tak 17 hledanych dvojic ¢isel (m,n), viz nasledujici tabulka.

m n m n m n m n

1992 1999 | 1996 1995 | 2010 2017 | 2014 2013
1993 1998 | 1997 1994 | 2011 2016 | 2015 2012
1994 1997 | 1998 1993 | 2012 2015 | 2016 2011
1995 1996 | 1999 1992 | 2013 2014 | 2017 2010
2009 2009

Pozndmka. Protoze m,n < 2020, jsou ciferné soucty s(m) a s(n) nej-
vySe rovny 1 + 9 + 9 + 9 = 28. Odtud plyne, Ze ¢isla m a n jsou obé
vétsi nebo rovna 1992. Ulohu lze také vyfesit otestovanim viech 28 &isel
m € {1992,1993, ...,2019}, pro kterd uréime n = 2020 — s(m) a ovéfime,
zda pro né plati m + s(n) = 2020.

Spravna tfeseni zaslali Karol Gajdo§ z Trnavy, Petr Vach z Jablonce nad
Nisou, Amdlie Dostalikovd, Anna Pechdckovd, obs z GJS v Prerovs, David
Kamensky z GaJS v Bieclavi, Piotr Kulisz ze ZSOT v Lublinci, Adam
Mendl z GPdC v Tabotre, Karel Stehlik z GChD v Praze 5, Zborovska
a Michal Vosyka z BG ve Zdaru nad Sazavou.

Netuplné teseni zaslali FrantiSek Jdchim z Volyné a Adam Blazek z G
v Plzni, Mikulagské nam.

Pavel Caldbek

Matematika — fyzika — informatika 30 (2) 2021 109



	Zajímavé matematické úlohy

