Vybalancovany tsek
(Ulohy z MO kategorie P, 41. ¢ast)

PAVEL TOPFER
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

V dnesnim pokracovani naseho dlouhodobého serialu vénovaného zaji-
mavym problémim z Matematické olympiady kategorie P (programovani)
se budeme vénovat jedné pomérné snadné tloze z celostatniho kola 43. ro¢-
niku MO (8kolni rok 1993/94). Patii do velmi oblibené a ¢asto vyuZivané
kategorie uloh typu ,,prace s posloupnostmi ¢isel. Ukazeme si, ze i takto
jednoduchy problém lze feSit riznymi zplisoby a s rtznou ¢asovou slozi-
tosti. Nejprve se jako obvykle seznamime s pfesnym zadanim tlohy.

* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Souvisly tsek v posloupnosti celych ¢isel nazveme vybalancovanym ise-
kem, jestlize pocet kladnych a pocet zapornych ¢isel v tomto tdseku se sobé
rovnaji.

Je dano celé ¢islo N (1 < N < 1000000) a posloupnost N celych éisel.
Napiste program, ktery urc¢i délku maximalniho vybalancovaného tuseku
v zadané posloupnosti ¢isel. Pfi navrhu programu se zaméite na dosazeni
co nejvetsi rychlosti vypoctu.

Priklad: Pro N = 10 a posloupnost ¢isel 8 6 4 7 —5 —3 2 0 —1 9 bude
vysledkem ¢&islo 7, nebot nejdelsi vybalancovany tusek 4 7 —5 —3 2 0 —1
(pfipadné jiny stejné dlouhy vybalancovany tsek 7 —5 —3 2 0 —1 9) je
tvofen sedmi &isly.

Kok ok K K Kk ok ok K K X%

Prvky zadané posloupnosti si oznac¢ime aq,as,...,an. Pro snazsi po-
pis algoritmi si zavedeme pojem balance tseku. Balance tseku ay, ..., a;
udava, o kolik vice je v tomto tseku posloupnosti kladnych ¢isel nez za-
pornych. Je-li v néjakém tseku posloupnosti zapornych ¢isel vice nez klad-
nych, potom balance tohoto tseku méa zapornou hodnotu. Vsimnéte si, ze
pfipadné nulové prvky posloupnosti se do balance nijak nezapocitavaji,
ovliviwuji ovsem délku tseku. Vybalancovanym tsekem tedy rozumime ta-
kovy tusek, ktery ma nulovou balanci.
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Pokud si celou posloupnost ¢isel ulozime do pole, abychom se mohli
k jejim prvkam opakované vracet, iloha mé primitivni FeSeni spocivajici
v otestovani v8ech souvislych tsekt dané posloupnosti. Takovych tsekt
existuje O(N?), nebot N zplisoby miizeme zvolit zacatek tiseku i a pro
kazdou volbu zadatku mizeme O(N) zptusoby zvolit konec useku j. Pro-
jit asek a;,...,a; a spocitat jeho balanci pfedstavuje praci O(N), takze

celkova Gasové sloZitost tohoto trividlniho algoritmu je O(N?).

program Vybalancovany Usek 1;
{kubickd &asova sloZitost}

const MaxN = 1000000;

var N: integer; {polet &isel v posloupnostil
A: array|[l..MaxN| of integer; {zadana posloupnost}
b: integer; {balance idseku i..j}
Max: integer; {délka max. vybalancovaného useku}

i, j, k: integer;

begin
Max:=0;
read (N);
for i:=1 to N do
read (A[i]);
for i:=1 to N do {zacatek useku}
for j:=i to N do {konec useku}
begin
b:=0;
for k:=i to j do
if Alk] > 0 then

b:=b-+1
else if A[k] < 0 then
b:=b—1;
if (b =0) and (j—i+1 > Max) then
Max:=j i1

end;

if Max = 0 then

writeln (’Vybalancovany usek neexistuje!’)
else

writeln (’Delka maximalniho vybalancovaneho useku:

end.
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Vypocet muzeme urychlit lepsi organizaci prace. V pfedchozim feSeni
jsme ovéfovali balanci kazdého tseku zvlast. Zname-li vSak balanci néja-
kého tseku ay, ..., a; a chceme urcit balanci tseku o jeden prvek delsiho
ai,...,a;41, je zbytetné prochazet tento novy tsek cely od zacatku. Jed-
nodussi a rychlejsi je vyuzit pfedchozi znamou hodnotu balance a pouze ji
v konstantnim ¢ase upravit podle znaménka pfidaného posledniho prvku
aj4+1. V programu tedy budeme postupné N zptsoby volit zacatek tseku 4
a pro kazdou volbu zacatku zvolime O(N) zptisoby konec useku j. Vypo-
¢et balance tiseku ay, ..., a; providdime pribézné vidy s vyuzitim znamé
balance predchoziho tseku, jak je popséano vyse. Celkova ¢asova slozitost
takto upraveného algoritmu se tim snizi na O(N?).

program Vybalancovany Usek 2;
{kvadratickd &asovd sloZitost}

const MaxN = 1000000;

var N: integer; {pocet &isel v posloupnostil
A: array[l..MaxN| of integer; {zadana posloupnost}
b: integer; {balance idseku i..j}
Max: integer; {délka max. vybalancovaného udseku}

i, j, k: integer;

begin
Max:=0;
read (N);
for i:=1 to N do
read (A[i]);
for i:=1 to N do {zalatek usekul}
begin
b:=0;
for j:=i to N do {konec idseku}
begin
if A[j] > 0 then
b:=b+1
else if A[j] < 0 then
b:=b—1;
if (b= 10) and (j—i+1 > Max) then
Max:=j—i+1
end
end;
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if Max = 0 then

writeln (’Vybalancovany usek neexistuje!’)
else

writeln (’Delka maximalniho vybalancovaneho useku: ’, Max)
end.

To oviem stale jesté neni asové optimalni feseni. Ulohu dokaZeme vy-
feSit s linearni ¢asovou slozitosti vzhledem k délce posloupnosti IV, postup
prace nyni ale bude ponékud odlisny a lisit se bude také zptisob ulozeni

dat. Pro kazdé ¢islo a; si nejprve spocitame balanci pocateéniho tseku

posloupnosti délky 4, tzn. tseku aq,ao,...,a;. Tento idaj oznacime e; a
dodefinujeme hodnotu ey = 0 (pocate¢ni tsek nulové délky ma balanci 0).
Vgechny hodnoty eq, es, ..., en dokdZeme snadno spocitat pfi jednom pru-

chodu posloupnosti v ¢ase O(N), postup jsme si ukéazali v predchozim Fe-
Seni tlohy. Pro kazdé poradové ¢islo prvku posloupnosti ¢ od 1 do N bude
jisté platit nerovnost —i < e; < 1.

Vsimnéte si, Ze tsek posloupnosti a;,...,a; je vybalancovany prave
tehdy, kdyZ prvky a;—1, a; maji stejnou e-hodnotu, tj. kdyz plati rovnost
e;—1 = €;. Hleddme-li maximalni vybalancovany tsek v posloupnosti, sta¢i
tedy nalézt mezi e-hodnotami dvé stejna ¢islae;_1 =e; (1 <i<j < N)co
nejvice od sebe vzdalena. Jejich vzajemné vzdalenost v posloupnosti pak
pfimo udéava délku maximalniho vybalancovaného tiseku. Jestlize neexis-
tuje Zaddnéa dvojice stejnych hodnot e;_; = e;, jsou viechna ¢isla v posloup-
nosti kladna nebo v8echna zaporna. Takova posloupnost tudiz neobsahuje
zadny vybalancovany usek.

Bylo by jisté mozné ulozit si v8echna ¢isla e; do pole a v tomto poli
nasledné vyhledévat dvojice stejnych hodnot. Takovy postup je ale zby-
te¢né pomaly. Vyhledavani dvojic stejnych ¢isel v poli ma kvadratickou
asymptotickou ¢asovou slozitost, bylo by to vlastné jenom jinak realizo-
vané predchazejici feSeni tlohy. Vyhodnéjsi bude uklddat si informace
o jednotlivych e-hodnotach ,inverzné“. Vytvorime si pomocné pole F,
pro v8echna ¢ od 1 do N budeme postupné pocitat ¢isla e; a pro kaz-
dou nové ziskanou e-hodnotu si ulozime do pole F pfislusny index i, tzn.
polozime Fle;] = i. Udaj F[m] nam tedy ¥ika, kde jsme se setkali poprvé
s e-hodnotou m (na kterém indexu posloupnosti). Vzhledem k podmince
—i < e; < ¢ musi byt pole F indexovano od —NN do N. Vyuzivat z néj
budeme pouze jisty souvisly tsek s indexy od X do Y. Béhem zpracova-
vani prvki posloupnosti se velikost tohoto tiseku miize zvétsovat. V kaz-
dém okamziku zpracovani posloupnosti plati, Ze vSechna cela ¢isla z in-
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tervalu (X,Y") prestavuji pravé viechny e-hodnoty, s nimiZ jsme se dosud
setkali.

Na zacatku vypo¢tu polozime X = 0, Y = 0 a F[0] = 0, coZ odpo-
vida pocate¢nimu prazdnému tseku posloupnosti s balanci 0. Postupné
budeme ¢ist ¢isla tvorici zadanou posloupnost a zpracovavat je. Po pre-
¢teni Cisla a; nejprve spocitdme hodnotu e; vySe uvedenym zptsobem na
zékladé zaznamenané predchozi hodnoty e; 1. Jestlize e; < X, musi byt
nutné e; = X — 1. Zmensime tedy X o 1 a zaznamendme vyskyt nové
e-hodnoty F[X] = i. Podobné pro e; > Y zvét§ime Y o 1 a uloZime hod-
notu F[Y] = 4. Je-li &slo e; z intervalu (X,Y'), pak stejna e-hodnota byla
jiz nalezena nékdy dfive, a sice poprvé pii zpracovani prvku s indexem
Fle;]. To ale znamena, Ze nejdelsi vybalancovany tsek koncici prvkem a;
mé délku i — Fle;]. Nyni uz jenom zbyva porovnat tuto délku s pribézné
ukladanym maximem z délek nalezenych vybalancovanych tseki.

Popsany algoritmus je jisté kone¢ny, jediny jeho cyklus se opakuje pro
kazdé ¢islo zadané posloupnosti, tedy N-krat. Zpracovani kazdého ¢isla vy-
zaduje vykonat jen konstantni pocet operaci, takze celé feseni ma linearni
¢asovou slozitost vzhledem k N. Oproti obéma pomalej$im FeSenim zde
navic potfebujeme pomocné pole F. Na druhou stranu ale zase uSetiime
pamét tim, Ze posloupnost ¢isel miZeme zpracovavat pribézné pii ¢teni
dat ze vstupu a nemusime si ji vibec ukladat do paméti. Spravnost al-
goritmu vyplyva ze skutecnosti, Ze systematicky prozkoumame maximalni
vybalancované tseky kondéici kazdym z prvka posloupnosti a z jejich délek
vybereme maximum.

program Vybalancovany Usek 3;
{linearni &asova sloZitost}

const MaxN = 1000000;

var N: integer; {polet &isel v posloupnostil}
a: integer; {pravé zpracovavané <&islo}
i: integer; {pofadi zpracovavaného ¢&isla}
e: integer; {e-hodnota zpracovavaného ¢&isla}
X, Y: integer; {meze rozsahu nalezenjch e-hodnot}
F: array[—MaxN..MaxN] of integer;
{indexy prvnich vyskytt jednotlivjch e-hodnot}
Max: integer; {délka max. vybalancovaného useku}
begin
X:=0; Y:=0;
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F[0]:=0;

e:=0;
Max:=0;
read (N);
for i:=1 to N do
begin
read(a);
if a > 0 then
e:=e+1
else if a < 0 then
e:=e—1;

if e < X then

{nova nejmen8i e-hodnota}

begin X:=X—1; F[X]:=1i end

else if e > Y then

{nova nejvét3i e-hodnota}

begin Y:=Y+1; F[Y]:=1i end

else
if i—F[e] > Max then
Max:=i—F|e]
end;

if Max = 0 then

{dalsi vyskyt stejné e-hodnotyl}

writeln (’Vybalancovany usek neexistuje!’)

else

writeln ( ’Delka maximalniho vybalancovaneho useku: ’, Max)

end.
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