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1. Vektory ve skolské geometrii

V matematice na ZS a SS jednim z hlavnich prostfedki i cila vyuky je
rozvoj schopnosti (kompetence) zaku fesit matematické wlohy. Ve skolské
praxi se obvykle Fesi piedevsim wlohy uréovaci (vypocetni & konstrukcni)
a meéné jiz ulohy aplikacni, aviak pro skutetné (neformalni) porozuméni
matematice ma té7 zasadni vyznam FeSeni uloh dikazovijch (viz [1] nebo
[2, s. 33-42, s. 90-108]). Pfitom pii feseni dikazovych dloh v geometrii
(planimetrii a stereometrii) lze pouZit ¢ty¥i typy metod eukleidovské geo-
metrie (viz [1] a [4]): metody syntetické geometrie, metody soufadnicové
analytické geometrie, uziti vektord (vektorové algebry) a uziti komplexnich
¢isel (algebry v oboru C).

V nasich soucasnych ucebnicich planimetrie a stereometrie pro ZS a SS

jsou pouzivany vyhradné klasické metody syntetické geometrie. Souiad-
nicové a vektorové metody jsou obsazeny az v ucebnicich analytické geo-
metrie pro SS, ve kterych se jejich uzitim vySetfuji polohové a metrické
vlastnosti rovinnych, resp. prostorovych geometrickych utvara. S vyuzi-
tim vektort pii FeSeni planimetrickych a stereometrickych tloh se vSak
mohou sezndmit zejména Gcastnici matematickych olympiad (napf. viz [5]
nebo [6]).
Pozndmka 1. Ve druhé poloviné 20. stoleti v Rusku a v dalsich evropskych
zemich bylo teoreticky zkoumaéano i realizovano uplatnéni vektort ve vyuce
geometrie (viz napft. [7]). S jejich efektivnim vyuzitim se lze setkat téz ve
sbirkach tloh z planimetrie (viz napf. [8]) a stereometrie.
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Vyhody metody uziti geometrickyjch vektorid pro feSeni tloh v geometrii
jsou zejména jednoduchost a nazornost. Podle Frantiska Kutiny (viz [9])
je také charakteristicka jejich elegance. Za velmi dilezitou povazuji sku-
tecnost, zZe pii feSeni geometrickych tiloh pomoci vektori na rozdil od uziti
syntetickych metod neni zpravidla nutné provadét diskusi FeSeni (napf. sa-
mostatné feSeni pro thly ostré a pro thly tupé). V dikazovych tlohach
je téz obvykle snadnéjsi ovérovani platnosti obracenych vét. Pripomenme
jesté i vyznam metody uziti vektori a metody uziti komplexnich &isel jako
dilezitého dopliku metod syntetické geometrie pro dikladné porozuméni
matematice, coz presveéd¢ive zdiraziiuje Viastimil Dlab (mj. v lanku [10]).

Pozndmka 2. V publikovaném prispévku se vénujeme diukaztm planimet-
rickych v&t metodou uziti vektord, metodé uziti komplexnich ¢isel chceme
vénovat komplementéarni ¢lanek. V obou pfispévcich takto tematicky na-
vazujeme na ¢lanek [11] o dikazech metodami syntetické geometrie.

Hlavnim cilem naSeho ¢lanku je prezemtace prikladid diukazt vyznam-
nych matematickych vét planimetrie uzitim geometrickych vektort. Pii-
klady jsou zvoleny tak, aby je bylo mozné vhodné vyuzit ve stfedoskolské
vyuce matematiky. Jejich jednotné a co nejjednodussi pojeti je zalozeno
na vektorové algebie geometrickych (volngch) vektort.

Geometricky (volny) vektor znacime u, jeho velikost u = |u|, apod. Spe-
cialné nulovy vektor se znad¢i o, jeho velikost je |o| = 0. Zapisem u = AB
vyjadiujeme (jak je obvyklé), Ze orientovana tsecka AB piedstavuje jedno
(dané nebo zvolené) umistént vektoru u v roviné (popf. v prostoru), pfi-
Cem? u = |u| = |AB| = |AB|. Pro nulovy vektor se klade o = AA. Ve vekto-
rové algebfie se definuji operace séitani vektort, odéitani vektort, nasobeni
vektoru redlnym ¢islem a odvozuji se jejich dalsi vlastnosti. Pfipomenime
zejména, ze souctem vektori u = AB, v = BC se nazyva takovy vektor w
(oznacovany u+ v), ze w= u+ v = AC, kde

AC = AB+ BC. (1)

Vektorovou rovnost (1) je uZitetné si zapamatovat a paralelné (zejména
kontrolng) pouzivat téz v ekvivalentnim symbolickém vyjadient

C—A=(B-A)+(C-B). 2)

Pfipomefime jesté, Ze rozdilem vektord u = AB, v = AD (v tomto poradi)
se nazyvé vektor (oznacovany u— v) takovy, Ze u — v = BD, pfiemz je

DB = AB — AD. (3)

162 Matematika — fyzika — informatika 30 (3) 2021



V ¢lanku dale vyuzijeme pro nenulové vektory skaldrni soucin vektori
u, v (oznacovany u- v) ve tvaru

U-v=1uvcosp, (4)

kde u = |u|, v = |v| jsou velikosti vektori u,v a ¢ = |Ju,v| = [ BAC|
je odchylka vektoru u, v, tj. velikost konvexniho tthlu sevieného orientova-
nymi tseckami AB, AC (umisténimi vektord u, v se spole¢nym pocateénim
bodem A). Pro ¢ plati 0° < ¢ < 180° (resp. 0 < ¢ < 7 v obloukové mife).
Operace skalarniho nasobeni vektort je komutationd (u-v = v-u). Specialné
je

2

0 =u-u=u®cos0° = u’ (5)

Pro kazdé dva nenulové vektory u, v plati vektorové rovnosti

w020y, (6)
2w+ 0 —2u-vy, (7)

utv® = (u+v)

= vf? = ()
odkud po se¢teni rovnosti (6) a (7) se dostava vyznamna vektorova rovnost
lu+v)® + |u—v]* = 2(u? +v?), kde u = |u|, v=|v|. (8)

A pro kazdé tii nenulové vektory u, v, w plati vektorova rovnost (vyjadiujici
distributivnost operace skalarnfho néasobeni vektorti vzhledem ke séitani
vektort)

(u+v) - w=u-w+v-w (9)

2. Dikazy Pythagorovy véty a Eukleidovych vét uzitim vektori

Priklad 1
Dokazte uzitim geometrickych vektora Pythagorovu vétu: V kazdém
pravoihlém trojuhelniku je druhd mocnina délky pfepony rovna soucétu
druhych mocnin délek obou odvésen. Oznacime-li délky odvésen a, b, délku
pfepony ¢, pak
? =a®+ b (10)

Diikaz. Pro vektory a= CB, b = CA, c = AB (obr. 1a) je ¢ = a— b, takze

¢ = (a—b)? &ili 2 = a® + b* — 2a- b, piicemz a L b= a-b =0, a tedy
plati rovnost (10).
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C, B

Obr. 1

Priklad 2

Dokazte obrdcenou Pythagorovu vétu: Jestlize pro délky stran a, b, ¢
trojuhelniku ABC' plati rovnost ¢* = a? + b? pak je tento trojihelnik
pravouhly s vrcholem pravého thlu v bodé C.

Diikaz. Pii oznaceni jako v piikladu 1 plyne z rovnosti ¢ = a — b, ze
2 = (a—b)?, &l 2 = a? + b? — 2a- b. UZitim piedpokladu ¢® = a? + b2
dostavame a- b=0=-a L b, tj. v = |[XACB| = 90°.

Priklad 3

Dokazte uzitim geometrickych vektort Eukleidovy véty o vySce a od-
vésnach pravotuhlého trojihelniku.

Eukleidova véta o vysce: V kazdém pravoihlém trojihelniku je druha
mocnina délky vygky k pFeponé rovna souc¢inu délek tseki pfepony vyta-
tych na ni patou P této vysky (obr. 1b):

V% = coCp. (11)

Eukleidova véta o odvésndch: V kazdém pravoidhlém trojihelniku je
druha mocnina délky odvésny rovna sou¢inu délky prepony a délky pfi-
lehlého tseku pfepony (obr. 1b):

a’ = ccqy, b= cep. (12)

Diikazy. Pro vektory a= CB, b = CA, c = AB, ¢, = AP, ¢, = PB, v= CP
(obr. 1b) jea L b= a-b =0, pfiCemz a = ¢, + v, b = —¢;, + v, takze
(v+c) (v—c) =0¢li v+ -v—ocp-v—=cq-c = 0, kde v* = v?,
Co Ch=10CaCp, €Ca LV=>10¢o-v=0,¢ L v= ¢ -v=0, atedy po dosazeni

2 = ¢oCp.
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Obdobné vl c=v-c=0,kdev=a—c, av=>b+ ¢, c=a— b, takze
(a—c¢,)-(a—b) =0, odkud a? = cc, a (b+¢) - (a—b) = 0, odkud b? = cc,

3. Vektorové diikazy nékterych zobecnéni Pythagorovy véty

Priklad 4

Dokazte uzitim geometrickych vektort kosinovou vétu pro obecny troj-
tthelnik: Pro kazdy trojuhelnik ABC, jehoZ strany maji délky a = |BC|,
b = |AC|, ¢ = |AB| a vnitini thel proti jeho strané AB méa velikost
(v = [ ACB]), plati rovnost

= a® +b* — 2abcos . (13)

2

(Dalsi dvé obdobné rovnosti pro a?, b*> se dostanou cyklickou zaménou

oznadeni.)

Diikaz. Pro vektory a= CB, b = CA, ¢ = AB (obr. 2) je c = a— b, a tedy
A =@ +b*—2a-béili 2 = a® +b*> —2abcosy, kde v = [XACB| = |Xa, b|.

C

A ¢ B
Obr. 2

Pozndmka 3. Kosinova véta je zobecnénim Pythagorovy véty: pro v =
= 90° je cosy = 0, a tedy ze vzorce (13) vyplyva specialné vzorec (10).
V zahrani¢ni literatufe (zejména francouzskeé) je tato véta nékdy uvadéna
pod nazvem Al-Kdsiho (Al-Kashiho) véta. Arabsky matematik a astronom
al-Kdsi (14.-15. stol.) ji formuloval v podobé blizké jejimu dnesnimu tvaru,
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ve kterém ov8em byla vyjadiena aZ francouzskym matematikem (,,otcem
algebry“) Frangoisem Vietem (1540-1603).

Priklad 5

Dokazte pomoci geometrickych vektori zobecnény tvar Pythagorovy véty
pro obecny trojihelnik (podle [10]): Pro libovolny trojiahelnik ABC, jehoz
strany maji délky a = |BC|, b = |AC|, ¢ = |AB|, P je pata kolmice vedené
bodem A k proté&jsi strané BC, piislusna vyska AP méa délku |AP| = v,
a délky use¢ek BP, PC jsou |BP| = ap, |PC| = ac, plati rovnost

b +a% =c +ak. (14)
(Jde o zobecnény tvar Pythagorovy véty, nebot specialné pro pravouhly
trojahelnik ABC, v némz je |[X ACB| = 90°, ac = 0, ap = a, rovnost (14)

nabyva tvaru b? + a? = c2.)

Diikaz. PouZijeme vektory a = CB, b = CA, ¢ = AB, v, = PA, ag = PB,
ac = CP (obr. 3a, b).

C

B A
a) b)
Obr. 3

Plati rovnosti ¢ = a— b, v, = b— ac, a = ag + ac. Odtud plyne
b= ac+ v, ¢c =ag — v, takze b> = a20+v§+200~va = a%+v2
(nebot ac L v, = ac - v, = 0), ¢ = a% + v2 + 2ap - v, = a% + v2 (nebot
ag L v, = ag-v, =0), atedbe—a%:c2—aQB Gili b2—|—a23 202+a20.
Priklad 6

Uzitim vektorového vyjadieni dokazte ekvivalenci zobecnéného tvaru
Pythagorovy véty z piikladu 5 a kosinové véty z piikladu 4.
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Diikaz. Rovnost (14) vyjadifme ve tvaru ¢ = a% —aZ,+b?, ktery upravime
postupnymi ekvivalentnimi vektorovymi tpravami:
I T R Sy
=(ap+ac) (ap—ac)+b*=a-(a—2ac) +b* = —2a-ac + b* =
=a’+b?—-2a-ac,

kde a- ac = aaccos|da,ac| = abcosy. Po dosazeni dostavame rov-
nost (13).

Priklad 7

Pomoci vektorového vyjadieni dokazte vetu o rovnobéZniku (pro délky
uhlopricek rovnobézniku): V kazdém rovnobézniku ABCD, jehoZ strany
maji délky |AB| = |CD| = a, |BC| = |AD| = b, pro jeho uhlopticky
o délkach |AC| = uq, |BD| = ug, plati rovnost

ui +u3 = 2(a® 4+ b?). (15)

Diikaz. Uzitim vektori a = AB, b= BC, u; = AC, u; = BD (obr. 4), a tedy
uny =a+ b, us = b— a, odkud vyplyva, ze

Wt ui =18 + 13 = (a+b)?+ (a—b)? =2(d + b*) = 2(a® + b?),

tj. plati rovnost (15).

Obr. 4
Pozndamka 4. Vétu o rovnobézniku dokdzanou v piikladu 7 lze povazo-
vat za zobecnéni Pythagorovy véty, nebot speciélné pro pravothelnik (ob-

délnik, popf. &tverec) ABCD s thlopfickami o délce v = |AC| = |BD|
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rovnost (15) nabyva tvaru u? = a? + b? a tato rovnost je vyjad¥enim

Pythagorovy véty pro pravouhlé trojuhelniky ABC a ADC. Vyznamné
v8ak zejména je uvédomit si, Ze véta o rovnobézniku pfedstavuje nazornou
geometrickou interpretaci rovnosti (8) pro velikosti nenulovych vektori
(prvki vektorového prostoru geometrickych vektort). Tato skuteénost na-
byla zvlasté na vyznamu, kdyz v roce 1935 dokézal vyznaény americky
matematik madarského pavodu John von Neumann (1903-1957), Ze ana-
logickd rovnost plati pro normy prvka obecnych (abstraktnich) vektoro-
vych prostori jistého typu, tzv. Hilbertovyjch prostori. Na zakladé uvedené
geometrické analogie tato rovnost pro normy prvkia Hilbertovych prostorta
je nazyvéana (v linearni algeb¥e a ve funkcionalni analyze) rovnobéZnikové
pravidlo.

Priklad 8

Zajimavym a dilezitym specidlnim piipadem ¢&tyruhelniki jsou kon-
vexni Ctyfuhelniky, jimz lze opsat kruZnici. Jejich strany jsou tétivami této
kruznice ko, a proto se nazyvaji tétivové ctyrihelniky. Maji fadu velmi po-
zoruhodnych vlastnosti. Dokazte, Ze pro né plati nasledujici dvé véty.

Véta o vnitrnich dhlech tétivového ctyrihelniku: V kazdém tétivovém
ctyFahelniku ABCD jeho protéjsi (protilehlé) vnitini thly jsou vyplikové
thly, tj. pro jejich velikosti a = [XDAB|, 8 = |XABC|, v = [ BCD]|,
0 = |X CDA]| plati rovnosti

a+vy=p+35=180°. (16)

Ptolemaiova véta: V kazdém té&tivovém ¢&tyfthelniku ABCD souéin
délek jeho uhlopfifek je roven souctu soucint délek protéjsich (protileh-
lych) stran ¢tyfahelniku, tj. oznac¢ime-li uy = |AC|, ug = |BD|, a = |AB|,
b= |BC|, ¢ = |CD|, d =|DA|, plati rovnost

ujug = ac + bd. (17)

Diikazy. Oznacime S stied opsané kruznice k,, P prusecik uhlopticek AC,
BD a pouzijeme vektory a = AB, b = BC, c = CD, d = DA, u; = AC,
up = BD, ry = SA, rg = SB, rc = SC, rp = SD (obr. 5 a obr. 6).

Diikaz (nevektorovy) véty o wnitinich dhlech tétivového ctyrihelniku:
Usecky SA, SB, SC, SD délky r (kde r je polomér kruznice k,) rozdéluji
tétivovy ¢tyfihelnik ABC'D na ¢tyfi rovnoramenné trojihelniky ABS,
BCS, CDS, DAS (obr. 5), v nichz ozna¢ime p; = |[XSAB| = |XSBA|,
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w1 = |<):ASB‘, Y2 = |<(SBC‘ = |<(SCB‘, Wy = |<):BSC|, Y3 = |<):SCD| =
= [ASDC|, ws = |[XCSD|, o4 = [ASDA| = |[ASAD|, wy = |XDSA|, a
tedy wy; = 180° — 21, wy = 180° —2¢1, wg = 180° — 2¢3, wy = 180° — 2¢p4.
Pro velikosti vnitfnich uhlid ¢tyfahelnikt plati rovnosti o = @1 + @a,
B =1+, 7= P2+p3, d = p3+4. Protoze je wi +ws +ws+wy = 360°,
a tedy o1 + 02 + 03 + 4 = %(wl + wo + w3 + wy) = 180°, plati pro
soucty velikosti protéjsich vnit¥nich thla tétivového ¢tyfihelniku rovnosti:
a+y=0+0=p1+p2+ p3+ s = 180°.

Obr. 5 Obr. 6

Vektorovy dikaz Ptolemaiovy véty: Tétivovy Ctyfuhelnik ABCD roz-
déluje uhlopficka AC na dva trojuhelniky ABC, ACD a obdobné thlo-
pricka BD jej rozdéluje na dva trojihelniky BCD, ABD (obr. 6). Z prvni
dvojice prislusnych vektorovych trojuhelniki ABC, ACD vyplyvaji pro
vektor uy = AC dvé souctové rovnosti u; = a+ b a u; = —(c+ d). Po jejich
umocnéni dostavame

= (a+b?=d+b*+2a-b
¢ili u? = a® 4 b* + 2abcos(180° — B) = a® + b? — 2abcos B a obdobné
w=(c+d?=3+d*+2-d

¢ili u? = ¢ + d? + 2cd cos(180° — §) = ¢® + d? + 2ed cos 3, nebot s uzitim
rovnosti (16) je cos(180° — §) = cos 3. Ze ziskanych dvou rovnosti pro u?
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dostavame eliminaci cos 8 po algebraickych tpravach rovnost

(ac+ bd)(ad + be)
ab + cd '

u =

Z druhé dvojice vektorovych trojuhelniki BC'D, ABD vyplyvaji pro vek-
tor us = BD dvé souctové rovnosti uy = b+ ca uy = —(a+ d). Odtud
obdobnym postupem (s vyuZzitim toho, Ze cos(180° —+) = cos «) odvodime
rovnost

(ab + cd)(ac + bd)
ad + bc
takze u2u2 = (ac + bd)?, odkud plyne rovnost (17).

2 _
Uy = )

Pozndmka 5. Puvod formulace a ndzvu Ptolemaiovy véty: Vyzna¢ny fecky
ucenec, geograf, astronom a matematik Klaudios Ptolemaios (asi 85 n. 1.
— asi 165 n. 1.) v rozsahlém t¥inactisvazkovém astronomickém encyklope-
dickém dile v latinském prekladu nazvaném Almagest (viz [3, s. 10, s. 23]),
shrnuje téz vhodny matematicky aparat. V ném jako ve viibec nejstar-
§im dochovaném dile je formulovana i dokazovana matematicka véta, jez
se od té doby nazyva Ptolemaiova véta. Dikaz v Almagestu je zaloZzeny
na uzit{ podobnosti trojihelniki a s riznymi jeho modifikacemi se v li-
teratufe setkdvame nejéastéji (viz napf. [13]). Alternativni diukaz vychazi
z uziti kosinové véty (viz [14, s. 264]) a jeho vektorovou variantu jsme po-
uzili v ptikladu 8. Z obdobného divodu jako u véty o rovnobé&zniku (viz
poznamku 4) je také Ptolemaiova véta povaZzovana za zobecnéni Pythago-
rovy véty.

Priklad 9

Dokazte, ze k obéma vétam z prikladu 8 plati i véty obracené.

Obrdcend véta o vnitinich ihlech tétivového ctyrihelniku: Jestlize v kon-
vexnim ¢tyfuhelniku ABCD obé dvojice protéjsich vnitinich dhli jsou
thly vyplinkové, tj. pro velikosti protéjsich vnitinich dhlt &étyrihelniku
plati rovnosti (16), pak je tento ¢tyFuhelnik t&tivovy.

Obrdcend Ptolemaiova véta: Jestlize v konvexnim ¢tyfahelniku ABCD
pro délky uhlop¥icek a délky protéjsich stran plati rovnost (17), pak je
tento ¢tyfihelnik tétivovy.

Drikazy. Uvedeme stru¢né jen jejich mozné postupy.
Diikaz obrdcené véty o vnitrnich uhlech tétivového ctyiihelniku 1ze snadno
provést jako dikaz sporem: Pfedpokladédme, Ze dokazované implikace p = ¢
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neplati ¢ili je pravdiva jeji negace, tj. konjunkce vyrokt p: pro vnitfni dhly
konvexniho ¢tyfuhelniku ABCD jsou splnény rovnosti (16) a —¢: ¢tyfihel-
nik ABC'D neni tétivovy. Sestrojime-li tedy kruznici k, opsanou trojuhel-
niku ABC, pak (v disledku platnosti vyroku —q) na této kruznici k, nelezi
vrchol D ¢tyifihelniku ABCD. Pro jeho vnitini thel pii vrcholu D proto
plati, ze bud § > 180° — 3, nebo ¢ < 180° — 8. A to je ve sporu s pred-
pokladem p: § = 180° — 3. TakZe neplati —(p = ¢), tj. plati dokazovana
implikace p = q.

Primy dikaz obrdacené Ptolemaiovy véty mizeme provést ovérenim obra-
ceného postupu dikazu vektorovou metodou v pitkladu 8. Je mozné ovsem
téz opét pouzit dikaz sporem: Predpokladame platnost negace dokazované
implikace p = ¢, tj. pravdivost konjunkce vyrokua p: v konvexnim ¢tyithel-
niku ABCD plati rovnost (17) a —q: ¢tyfthelnik ABCD neni tétivovy.
Na kruZnici k, opsané trojuhelniku ABC tedy nelezi vrchol D &tyiihel-
niku ABCD. Déle lze pouzit metodu soutadnicového vyjadrent vektori ve
vhodné zvolené soustavé kartézskych souradnic. Stanovime v ni rovnici
kruZnice k,, kterou spliiuji soufadnice bodu A, B, C, zatimco pro soufad-
apravach) dospivame k tomu, Ze pro ¢tyFahelnik ABCD plati nerovnost
ujuy < ac+bd, coz je spor s predpokladem p, Ze v ném plati rovnost (17).

4. Dikazy vét o thlech tétiv v kruznici s uzitim vektoru

Priklad 10

Pouzitim geometrickych vektori dokazte, Ze pro libovolnou kruznici
plati Thaletova véta: VSechny obvodové ihly kruznice k nad jejim pri-
mérem AB (tj. uhly AV B, jejichz vrchol V' lezi na kruznici k a jejich
ramena prochézi body A, B) jsou pravé thly (|x AV B| = 90°).

Diikaz. Ozna¢me S stied kruznice k a r jeji polomér. Pro dany primér AB
a libovolné zvoleny obvodovy thel AV B k nim pfifadime vektory ry = SA,
rg =SB=—ra, ry =5V, p= VA, q= VB (obr. 7). Protoze je p=ra — ry
aq=rg—ry=—(ra+r),

p'q:(rV_I'A)'(rv—i—rA):,%/_,,QA:T2_T2

(nebot |ry| =|ra|l =7),atedy p-q=0=p L q, tj. |[CAV B| = 90°.

Postup ditkkazu v ptikladu 10 lze obratit a tim dokizat, ze plati téz
obracend Thaletova véta: Pro kazdy (libovolné zvoleny) pravy uhel AV B
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s vrcholem V' (| AV B| = 90°) a kruZnici k o priméru AB je tento thel
AV B obvodovym thlem kruZnice k nad primérem AB.

Obr. 7

Priklad 11

Dokazte, Ze pro libovolnou kruznici k£ obecné plati véta o obvodovych
a stiedovijch whlech: Vsechny obvodové thly pfislusné témuz oblouku AB
kruznice k jsou shodné, pficemz jejich velikost ¢ je rovna poloving velikosti
w stfedového thlu pfislusného oblouku AB, tj. plati pro né rovnost

w = 2. (18)

Diikaz. Na kruznici k se stfedem S a polomérem r zvolme tétivu AB a
oznaéme AB piislusny mensi oblouk kruznice, pro ktery budeme dikaz
provadét. (Pro vétsi oblouk AB kruZnice k by byl dikaz analogicky.) Nad
AB sestrojime libovolny obvodovy tthel AV B a jeho velikost oznacme
w = [XAVB|. K tétivé VB vedme stiedem .S rovnobéznou tétivu V'B’
a k tétivé VA rovnobé&znou tétivu V'A’ (obr. 8). Tétivam AB a A'B’
prifadime vektory t = AB a t’ = A'B’, pro néz plati, ze t = rg — ra
at = rg —ra, kde ra = SA, rg = SB, roo = SA, rpr = SB’ a
|t'| = |A'B'| = |AB| = |t|. Stejné tak jsou si rovny délky piislusnych ob-
loukit A'B’ = AAB7 protoZze AA = BB = V/f/', |AAB\ = |A74’ | — |B7A|
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a |AB| = |BB'| — |B'A| = |A'B'| = | AB|. Dale si uvédomime, %e
dvojice vektort p = VAa p’' = VA, g = VB a q = VB jsou ko-

linearni vektory, nebot je p’ = kip, kde k; = ll‘;":‘/l a q = kog, kde
ko = |K//gﬂ. Pro jejich jednotkové vektory p, a q, je py - 9o = cosp, kde

¢ = |XAVB| = |XA'V'B’|. K obvodovym thlim AV B a A'V'B’ o téze
velikosti ¢ piislugné stfedové uhly ASB a A’S’B’ jsou shodné, tj. maji
také stejnou velikost w = |[XASB| = | A'S'B’|, coz plyne ze shodnosti
rovnoramennych trojthelnika ABS a A’B’S’. V rovnoramenném troja-
helniku A’B’V"’ se velikost vné&jsiho thlu w rovna souctu velikosti ¢ dvou
proté&jsich vnitinich ahlu, tj. w = 2.

V uvedeném dikazu byly pouzity geometrické vektory jen v pomocné
roli. Ryze vektorovy ditkaz lze provést tak, Ze se (uZitim soufadnic vektorit)
dokaze platnost vektorové rovnosti

rpa - rp
2

=2(py-qy)? — 1= cosw =2cos? p — 1 = cos2p = w = 2¢.
T

Priklad 12

Pred vektorovym dikazem v nasledujicim piikladu pfipomenime dikazy
ze syntetické geometrie, ze pro velikosti Ghla dhlopfi¢ek libovolného kon-
vexniho ¢tyfihelniku a specialné tétivového ¢tytihelniku plati véty:

Véta o velikosti uhli whlopticek konvexniho ctyrihelniku: V kazdém kon-
vexnim ¢tyithelniku ABC D pro thly mezi thloptickami AC' a BD plati,
ze jejich velikosti ¢, resp. 180° — ¢ jsou rovny souctu velikosti thla se-
vienych uhlopfickami AC, BD a jednou z protéjsich stran AD, BC, resp.
AB, CD.

Véta o velikosti uhli dhlopricek tétivového ctyrihelniku: V kazdém téti-
vovém ¢tyiihelniku ABC D pro velikosti ihli mezi thloptickami AC a BD
plati

1
Y =9ap+ypcp = §(WAB +web), (19)
o 1
180° — p = ppc + Ypa = 5(‘”30 +wpa), (20)

kde ¢ap, YO, Ycp, Ypa jsou velikosti obvodovych dhla a wap, wpe,
wep, wpa velikosti pFislusnych stfedovych uhla pro oblouky AB, BC,
CD, DA kruZnice k, opsané tétivovému Ctyithelniku ABCD.

Dikazy. Dikaz véty o velikosti whli whlopricek konvexniho ctyrihelniku:
Oznac¢ime-li velikosti thla sevienych tuhlopfickami AC, BD konvexniho
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¢tyFahelniku ABCD a jeho stranami «q, as, 81, B2, 71, V2, 01, 02 (obr. 9),
pak velikosti hli dhlopficek ¢, resp. 180° — ¢ muzeme uréit na zakladé
vztahti mezi velikostmi vnéjsich hla trojihelniku a velikostmi jeho pro-
téjsich vnitinich uhla. Tak z AAPD plyne, 7Ze ¢ = a3 + 01 a z ABPC,
ze o = 1 + 71. Obdobné z AAPB dostavame, ze 180° — p = as + (2 a
z ACPD, 7e 180° — ¢ = 5 + 02.

Drikaz véty o velikosti uhli ihlopiicek tétivového étyiihelniku: Specialné
pro tétivovy ¢tyfahelnik ABCD (obr. 6) je 71 = 01 = @ap (velikost
obvodovych thld nad AAB) a a1 = p1 = pop (velikost obvodovych thla
nad C'AD)7 odkud z vySe odvozenych vztahti pro ¢ vyplyvaji rovnosti (19).
Obdobné mame as = d2 = ¢pc (velikost obvodovych uhli nad BAC)

a f2 = 72 = ppa (velikost obvodovych uhld nad DAA)7 odkud z vyse
odvozenych vztahi pro 180° — ¢ dostavame rovnosti (20).

Obr. 9

Priklad 13
Uzitim geometrickych vektort dokazte, ze pro thel ¢ thlopticek tétivo-

vého ¢tyifihelntku ABCD plati vzorec

b2+ d? —a? —c?
2(ac+bd)

cos p = (21)
kde a, b, ¢, d jsou délky stran tétivového étyituhelniku.
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Diikaz. V libovolném konvexnim ¢tyfahelniku ABC'D (obr. 9) pro vektory
ty = AC, u; = BD, a= AB, b = BC, c = CD, d = DA, plati u; = a+ b,
w=b+caa+b+c+d=0=d=—(a+ b+ ), takze

d>=d*=(a+b+c)’=a*>+b*+c*+2@a b+a-c+b-c.
Proto
u-up = (a+b) - (b+¢) :a~b+a~c+b~c+b2:
:bQ—I—%(d2 a® — b - ) = (b2+d2 a’ — ).
Odtud a ze vztahu u; - uy = ujus cos ¢ plyne, Ze v konvexnim Ctyrfihel-
niku ABC'D plati pro uhel ahloptiéek ¢ vztah

b2 +d? —a® — 2
27.L1U2

cos @ = (22)
a specialné pro tétivovy Etyfthelnik, v némz podle rovnosti (17) z Ptole-
maiovy véty je ujus = ac + bd, plyne vzorec (21).

5. Dtkaz Varignonovy véty pro ¢tyirihelnik pomoci vektora

Priklad 14

Dokazte, ze pro libovolny konvexni i nekonvexni ¢tyithelnik plati Va-
rignonova véta pro ctyrihelnik: Stfedy stran kazdého étyiahelniku jsou
vrcholy rovnobézniku.

Diikaz. V libovolné zvoleném konvexnim &tyfihelniku ABCD (obr. 10a),
resp. nekonvexnim ¢tyfihelniku ABCD (obr. 10b) stiedy stran AB, BC,
CD, DA ozna¢ime po fadé M, N, P, Q. Pro délky jeho stran a = |AB],
b = |BC|, ¢ = |CD|, d = |DA| tedy plati, ze § = |AM| = |MB|,
b = |BN| = |NC|, £ = |CP| = |PD|, ¢ = |DQ\ |QA|. K dikazu
pouzijeme vektory stran @ = AB, b = BC, ¢ = CD, d = DA, pficemz
a+ b+ c+ d= o a vektory ﬂhlopfiéek u, = AC, u; = BD, tj. uy = a+ b,
uy = b+ ¢. Pro vektory p = MN, p’ = QP pak plati rovnosti p = MN =
:MB—&-BN:%(a—i—b) ul,p = QP = DP—&-QD_—f(c—i—d) ul,
takze p’ = p, a tedy orientovane usecky MN a QP jsou dvé umlstem té-
hoz vektoru p = %ul. (Obdobné lze dokazat, ze orientované usecky MQ
a NP jsou dvéma umisténimi téhoz vektoru q = %uz.) Odtud plyne, ze
CtyFahelnik M N PQ je rovnobéznik, pficemz |[MN| = %ul a|NP|= %ug.
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Pozndmka 6. Pivod nazvu a formulace Varignonovy véty pro ¢tyiihelnik:
Jejim objevitelem byl francouzsky mechanik a matematik Pierre Varig-
non (1654-1722), ktery ji formuloval a dokézal v kniZni publikaci Elemens
de Mathematique, jez byla vydana az posmrtné v roce 1731. Vzhledem
k jednoduchosti a nédzornosti této véty eukleidovské geometrie je skuteéné
pozoruhodné, Ze byla objevena a publikovana az na zacatku 18. stoleti.
Rovnobéznik M N PQ z této véty je nazyvan Varignoniv rovnobéznik a lze
snadno dokazat, Zze jeho obsah je roven poloviné obsahu pfislusného kon-
vexniho &tyfihelniku ABCD, tj. S(MNPQ) = 1S(ABCD). (Pro nekon-
vexni ¢tyftihelnik ABCD, popf. i tzv. ,zkfiZzeny ¢tyftahelnik”, v némz téz
plati Varignonova véta, situace s obsahy je slozit&jsi. Aby pro né platila
stejna rovnost obsahu jako pro konvexni ¢tyitahelniky je nutna doplitkovéa
umluva o zobecnéni pojmu obsahu, jeZ pfesahuje ramec $kolské geometrie.)
V literatufe se lze také setkat s raznymi zobecnénimi Varignonovy véty
pro nékteré dalsi mnohothelniky (se sudym poétem stran a rovnob&znymi
proté&jsimi stranami).

6. Zavér

Pouziti geometrickych vektort v dikazech planimetrickych vét jsme ilu-

priklady miZe Gtenaf té7 nalézt napf. v [1, s. 356-361], [4] a [5]. ReSeni
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geometrickych problému vektorovou metodou pfispiva k hlubsimu poro-
zuméni geometrii, je uzitecné a inspirativni jak ve vyuce, tak pii praci
s talentovanymi studenty v matematice.
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