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Ukolem tohoto a nasledujicich ¢lanki je poukazat na nékteré vyznamné
trojice bodu v rovinég, které lezi na jedné piimce. Takovou trojici boda
v trojuhelniku je napf. jeho vrchol, stfed jeho protilehlé strany a jeho
t87isté — tyto body lezi na téZnici trojihelniku. Jinou trojici boda v troj-
thelniku je jeho vrchol, pata kolmice vedené z tohoto vrcholu na proti-
lehlou stranu a prusecik vysek — tyto body lezi na vysce trojuhelniku.

V tomto ¢lanku za¢neme pravé uvedenymi piipady. Tuto znalost pak
vyuzijeme dale, kdy budeme ukazovat dalsi trojice takovych bodu. Cela
problematika bude feSena tak, aby ji porozuméli stfedoskoléci a snad i

mnozi zaci druhého stupné zakladni skoly.

~ v ey

Vrchol trojahelniku, stifed jeho protéjsi strany a tézisté
Mame dan trojuhelnik ABC a A;, B, C stfedy protilehlych stran

k jeho vrcholim. Ozna¢me T (t&7ist8) priisecik pfimek (téZnic) AA; a
BB;. Dokazeme, ze pak body C, T, C lezi na jedné piimce. Neboli fikame,
ze se vSechny téznice trojuhelniku protinaji v jednom bodé.

Dikazt tohoto tvrzeni je vice, zde uvedeme méné obvykly zptusob du-
kazu. Budeme pfedpokladat, Ze bod T nelezi na p¥imce C'C; (obr. 1).
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Obr. 1
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JelikoZ je A1 By || AB, jsou obsahy trojuhelniki ABA; a ABB; stejné.
Odec¢teme-li od téchto stejnych hodnot obsah trojihelniku ABT, dosta-
neme, ze obsahy trojuhelnika AT B, a BT A1 jsou stejné.

Stejné jsou obsahy trojihelniki AC1T a Cy BT, protoze |AC,| = |C1 B|.
Stejné tak jsou stejné obsahy trojuhelnika AB,T a C'B,T a také jsou stejné
obsahy trojuhelnikit BA;T a C A;T. Proto se soucet obsahii trojuhelnikt
ACLT, AByT, CB;T rovna sou¢tu obsahu trojuhelnika BC,T, BA|T,
CAT.

Jelikoz jsou taktéz stejné obsahy trojuhelniki AC;C a BC1C, vyplyva
z toho jediné, Ze bod T lezi na p¥imce C1C.

Vrchol trojahelniku, pata vysky na protéjsi strané a ortocentrum

Mame dan trojuhelnik ABC a Ay, By, Cy paty kolmic vedenych po-
stupné z vrcholtt A, B, C na protilehlé strany. Oznac¢me V (ortocentrum,
prusecik vygek) priseéik piimek (vysek) AAg a BBj. DokaZzeme, ze pak
body C, V, Cy lezi na jedné piimce. Neboli fikame, Ze se vSechny vysky
trojihelniku protinaji v jednom bodé.

Dikazt tohoto tvrzeni je taktéz vice. Zde ukaZeme jeden mozny dikaz,
a to jen pro ostrouhly trojihelnik.

Sestrojime tii pfimky AAg, BBy, CCy (obr. 2).

C

Obr. 2
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Body A, B, Ay, By lezi na Thaletové kruznici nad praumérem AB. Proto
jsou obvodové thly BAAy a BByA shodné. Body B, C, By, Cy lezi na
Thaletové kruznici nad primérem BC'. Proto jsou obvodové thly BCCy
a BByCy shodné. Body A, Cy, Ag, C lezi na Thaletové kruznici nad pru-
mérem AC. Proto jsou obvodové thly CoAAy a CyC Ay shodné. Odsud
vyplyva, ze BBy je osou thlu CyByAp.

Analogicky je AAgy osou thlu CyAyBy. A analogicky je CCy osou uhlu
Aoc()Bo.

Prusecik pfimek AAy a BBy je bod V. Tento bod ma stejnou vzdalenost
od pfimek CyBy, AgBy a CyAg. Proto bod V lezi na piimce CCy.

v e N

VyuZzijme oznaceni bodu v trojuhelniku ABC' z predchozich kapitol.
Nové ozna¢me S stfed kruznice opsané tomuto trojuhelniku. Je to bod,
ve kterém se protinaji osy stran, které zde prochazeji body A;, By, Cy
(obr. 3).

C

Obr. 3

Osy stran trojihelniku ABC' jsou v trojiuhelniku A; B;Cy jeho vyskami
s ortocentrem S. Trojuhelnik A; B1C; je obrazem trojuhelniku ABC ve
stejnolehlosti se stfedem T a koeficientem —%. Proto je i bod S obrazem
bodu V' v této stejnolehlosti.
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Takze body S, T, V lezi na jedné piimce. A plati |TV| = 2-|T'S|. Tato
pfimka se nazyva Fulerova piimka, Casto ji znac¢ime e. Eulerova piimka
existuje pro kazdy trojihelnik vyjma trojihelniku rovnostranného, kde
body S, T,V splyvaji.

Poznamky:.

1. Obecné neplati pro kazdy trojuhelnik, ze na Eulerové piimce lezi i stied
kruznice vepsané tomuto trojihelniku.

Y

2. Trojahelnik A, B,C; se nazyva piickovy trojiuhelnik trojuhelniku ABC.
3. Trojuhelnik AgByCy se nazyva orticky trojihelnik trojuihelniku ABC.

4. Bod L lezici na Eulerové pfimce, ktery je stfedové soumérny s bodem V
podle bodu S, se nazyva Longchampiv bod.

Ulohy k samostatnému reseni

Uloha 1
Ovéite, ze v pravouhlém trojihelniku s jednim ostrym thlem o veli-
kosti 60° nelezi stfed kruznice vepsané na Eulerové piimce.

Uloha 2

Jsou dény soustifedné kruznice k, [ se stfedem S, [ lezi vné k. Na kruz-
nici ! je ddn bod B, z néhoz jsou vedeny te¢ny kruznice k s body dotyku
T1, To. Ozna¢me P prusecik kruznice k a tsecky BS. Pifimky STi, ST,
protinaji kruznici [ v bodech U;, Us. Dokazte, ze body Uy, Us, P lezi na
jedné primce.
Uloha 3

Dokazte pro tupothly trojihelnik ABC' s patami Ay, By, Cy kolmic ve-
denymi postupné z vrcholu A, B, C na protilehlé strany a ortocentrem V',
ze body C, V', Cy lezi na jedné piimce.

Uloha 4 (Obména Nagelovy véty.)

Ozna¢me v trojuhelniku ABC paty Ag, By, Cy kolmic vedenych po-
stupné z vrcholi A, B, C na protilehlé strany, stied S kruZnice trojihel-
niku opsané a patu P kolmice z vrcholu A na pfimku ByCy. Dokazte, ze
body A, P, S lezi na jedné pirimce.

Uloha 5
Je dan trojuhelnik ABC'. Sestrojime rovnobézniky ABCP a ABQC.
Dokazte, ze body P, C, @ lezi na jedné piimce.
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Uloha 6
Dokazte, ze prochazi-li Eulerova pfimka trojihelniku nékterym jeho vr-
cholem, je trojuhelnik pravothly nebo rovnoramenny.

Uloha 7

Dokazte, ze Longchampuv bod trojuhelniku ABC je priise¢ikem vysek
trojuhelniku A’B’C’, jehoz pfickovy trojuhelnik je ABC.
Uloha 8

Dokazte, ze jsou totozné Eulerovy piimky trojuhelniku ABC a troj-
thelniku A’B’C’, jehoz prickovy trojuhelnik je ABC.
Uloha 9

Maji-li dvé kruznice o nestejnych polomérech spoleénou te¢nu, pak tato

te¢na prochézi stfedem nékteré stejnolehlosti zobrazujici jednu kruznici na
druhou. Dokazte.

Uloha 10
Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li dan vrchol C, prisecik vysek V a
stfed S kruznice opsané.

Navody k reSeni zadanych tloh

Uloha 1: V pravouhlém trojihelniku ABC' s pieponou AB a jejim stie-
dem C je Eulerova piimka C'Cy. Je-li | BAC| = 60°, je trojahelnik AC,C
rovnostranny. Takze Eulerova pfimka svird s piimkou AC thel o veli-
kosti 60°, kdezto stfed kruznice vepsané trojiuhelniku ABC' lezi na piimce,
ktera svira s pifimkou AC thel o velikosti 45°.

Uloha 2: Trojthelniky SBTy a SU; P jsou shodné, protoze |SB| = |SU|,
|STy| = |SP|, | BSTy| = |XU1SP|. Proto je |XSPU| = [« SPU,| =
= | STy B| = 90°.

Uloha 3: Vyberme napiiklad situaci, kdy trojuhelnik ABC je tupotihly
s tupym thlem p#i vrcholu B. Vysky z bodi A, B maji prusecik V. Orto-
centrum trojuhelniku AV C je bod B. V tomto trojthelniku je ptimka AB
vyska s patou Cy. Proto body C, V, Cy leZi na jedné pifimce.

Uloha 4: Dikaz je naznafen pro ostrothly trojihelnik ABC. Oznaéme
|XACB| = v a stied strany AB oznafme C;. Z dikazu vySe jiz vime, Ze
[ CCoBy| = 90° — 7, takze |[APCHA| = «y. Stejné tak pro stiedovy thel
plati [ C1SA| = 4. Proto jsou trojahelniky SAC;, a CyAP podobné se
shodnym thlem pii vrcholu A, ¢imz je ditkaz hotov.
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Uloha 5: Ozna¢me |[XCAB| = a, [XABC| = 8, |XACB| = ~. Potom
X PCA|+ |SXACB| + [ BCQ| = 8 + v + a = 180°.

Uloha 6: Uvazujme trojuhelnik ABC s prisecikem vysek V. Mize byt bud
C =V ,nebo C' # V.V prvnim pfipadé je trojihelnik ABC pravouhly. Ve
druhém piipadé je piimka C'V zaroven vyskou i téZnici trojuhlniku ABC,
takze trojuhelnik je rovnoramenny.

Uloha 7: Trojuhelniky ABC a A’B'C’ jsou stejnolehlé podle stiedu T,
proto se vyska AV zobrazi na vysku A’L.

Uloha 8: Na Eulerové pifmce trojuhelniku ABC' lezi priseéik vysek L a
t8zi8té T trojuhelniku A’'B'C’.

Uloha 9: St¥edy kruznic ozna¢me Oi, Oz, body dotyku kruznic se spo-
le¢nou teénou ozna¢me Ty, Ts. Je O1T || OxTs, protoZe jsou obé piimky
kolmé ke spolecné te¢né. Proto je obrazem bodu 77 bod T, v néjaké stej-
nolehlosti zobrazujici jednu kruznici na druhou, proto te¢na 71175 prochazi
stfedem této stejnolehlosti.

Uloha 10: Sestrojime t&zisté T na Eulerové piimce, stied C; strany AB,
kolmici bodem Cj k ptimce C'V a kruznici opsanou trojihelniku ABC.

Zaveér

Prezentovali jsme vSeobecné znamé, ale i méné znama tvrzeni o pfim-
kach v trojuhelniku, které jsme zde dokazali. Jiné dikazy lze nalézt v
mnohé literatufe. Zde uvedme jen jako priklady [1, s. 55-58], [2, s. 38-43],
[3, s. 172-173], [4, s. 28-51]. Dalsi diikazy budou obsahem pokracovani
naseho tématu v nasledujicich &islech tohoto ¢asopisu.

V pokracovani tohoto ¢lanku také poukazeme na jiné, méné znamé tro-
jice bodu lezici na jedné pfimce.
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