INFORMATIKA

Rozkopané kiizovatky
(Ulohy z MO kategorie P, 42. ¢ast)

PAVEL TOPFER
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

V dalsim dilu cyklu zajimavych tloh z Matematické olympiady kate-
gorie P (programovani) se seznamime s jednou praktickou ulohou z celo-
statniho kola 45. roéniku MO (3kolni rok 1995/96). Ukolem v ni bylo uréit
pocet rtiznych cest mezi dvéma body v pravidelné pravoiihlé silni¢ni siti, ve
které jsou ovSem nékteré kiizovatky neprujezdné. K efektivnimu vyteSeni
této dlohy pouzijeme pomérné znamou programatorskou techniku dyna-
mického programovéani. Ukdzeme si rizné zpusoby, jak lze takové feSeni
implementovat, a také skutecnost, Ze se tyto zpiisoby mohou lisit z hle-
diska vysledné Casové sloZitosti. Stejné principy ovSem plati i pro feSeni
mnoha jinych dloh vyuZzivajicich dynamické programovani.

Pro potfeby naseho ¢lanku jsme ptvodni zadani trochu upravili a zjed-
nodusili, na principu tlohy a jejiho feSeni se tim ovSem nic nezmeénilo.

X 3k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Ve mésté vedou vsechny ulice bud ze severu na jih, nebo ze zapadu na
vychod. Predpokladejme, Ze se v8echny ulice tAhnou na obé strany dosta-
te¢né daleko. V prisecéiku kazdych dvou ulic rtiznych sméri je kiizovatka.

Kiizovatku ozna¢ime dvojici ¢isel (4,7), jestlize se jedna o kiizovatku
v poradi i-té zapadovychodni ulice pocitano od severu a j-té severojizni
ulice poditano od zapadu. Kiizovatky jsou tedy oéislovany od (1,1) do
(m,n), kde m je poCet zapadovychodnich ulic a n je pocet severojiZznich
ulic. Na nékterych kf¥izovatkach se pracuje na opravé vozovky, a proto pies
né neni mo’né prejet. Na kiizovatkach (1,1) a (m,n) se nepracuje.
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Arpad vyjizdi kazdé rano z k¥izovatky (1,1), kde bydli, a potiebuje
se dostat do své firmy, ktera sidli na opa¢ném konci mésta na kfizovatce
(m,n). Napiste program, ktery zjisti, kolika riznymi cestami se mtze Ar-
pad dostat z domova do své firmy, jestliZze pojede vZdy jen ve sméru na jih
nebo na vychod (neboli jede vZdy nejkrat$i moznou cestou) a neprojede
zadnou z rozkopanych kiizovatek.

Vstup

Na prvnim rfadku vstupu jsou uvedena cela ¢isla m a n, kde m je pocet
zapadovychodnich ulic a n je pocet severojiznich ulic. Na druhém fadku
se nachazi celé ¢islo k udévajici pocet kiizovatek ve mésté, na nichz se
opravuje vozovka. Na kazdém z nésledujicich k radku jsou uvedena vzdy
dvé cela ¢isla, ktera urcuji polohu nepriijezdné kiizovatky.

Vystup
Vystup programu je tvofen jednim celym ¢&islem, které predstavuje hle-
dany pocet riznych cest.

Piiklad 1
Vstup: Vystup:
43 2
2
22
32

Priklad 2
Vstup: Vystup:
24 0
2
12
23

Nejprve si musime uvédomit, ze Arpad p¥i své cesté z kiizovatky (1,1)
na kiizovatku (m,n) muZe jet pouze smérem na vychod nebo na jih. To
znamend, Ze na nerozkopanou kiizovatku (4, j) miZe prijet jeding ze severu
z k¥izovatky (i — 1,7), pokud tato k¥izovatka existuje a neni rozkopana,
nebo ze zapadu z kiizovatky (i, 7—1), opét pokud tato k¥izovatka existuje a
neni rozkopana. Pocet riznych cest vedoucich z vychozi kiizovatky (1,1)
na kiizovatku (i,j) proto ziskame tak, Ze sefteme poéet cest vedoucich
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z kiizovatky (1,1) na k¥izovatku (i — 1,7) a pocet cest vedoucich z kii-
zovatky (1,1) na kifizovatku (i, — 1). Pocet pFipustnych cest vedoucich
z kiizovatky (1,1) na jakoukoliv neexistujici nebo rozkopanou k¥iZovatku
je pochopitelné roven nule a pocet cest vedoucich na pocatecni k¥izovatku
(1,1) je 1.

Tato uvaha nas jiz rovnou vede k jednoduchému feSeni ulohy. Celou
tilohu nam vyftesi rekurzivni funkce Cesty se dvéma celo¢iselnymi para-
metry 7, j, kterd pfimo implementuje vysSe uvedenou tvahu a vraci pocet
riznych cest vedoucich z vychozi kiizovatky (1,1) na zvolenou kiizovatku
(i, 7). Pro ziskani hledaného vysledku funkei v programu zavolame s dvojici
vstupnich parametria m, n.

def Cesty(i, j):

if i == 0 or j == 0: return 0 # neexistujici kfiZovatka
if r[i][j]: return 0 # rozkopanad kriZovatka
if i == 1 and j == 1: return 1 # pocatelni ktriZovatka
return Cesty(i—1, j) + Cesty(i, j—1)
m, n = [int(_) for _ in input().split ()]
k = int (input ())
r = [[False|*(n+1) for _ in range(m+1)] # rozkopané kfiZovatky
for p in range(k):
i, j = [int(_) for _ in input().split ()]
r[i][j] = True

print (Cesty (m, n))

Uvedené feSeni je teoreticky neprosto spravné, ale pro vétsi mésto je
znacné neefektivni. Jeho neefektivita spoc¢iva v tom, ze pro mnohé dvojice
vstupnich parametri je funkce Cesty béhem jednoho vypoétu programu
zbyteéné zavolana opakované vicekrat. Pokud napiiklad m = n = 100
a v programu tedy zavolame Cesty(100, 100), funkce rekurzivné zavola
Cesty(99,100) a Cesty(100,99). Funkce volana jako Cesty(99,100) rekur-
zivné zavola sama sebe dvakrat, a to se vstupnimi parametry (98,100) a
(99,99). Funkce volana Cesty(100,99) provede také dvé rekurzivni volani
— prvni se vstupnimi parametry (99, 99) a druhé s parametry (100, 98).
Jak tedy vidime, postupné po sobé se dvakrat vykonalo stejné volani
Cesty(99,99). Zbyteind se tak dvakrat provadi tentyZ Casové velmi na-
ro¢ny vypocet, pokazdé pochopitelné se shodnym vysledkem. Obdobny
problém s neefektivitou se dale mnohokrat opakuje i pfi volani funkce
Cesty s niz8imi hodnotami vstupnich parametri, pocet zbyte¢né vykona-
nych shodnych volani dokonce je$té& nartista.
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Vyse zapsana funkce Cesty méa v nejhorsim pripadé exponencialni asym-
ptotickou ¢asovou slozitost. To si mizeme nézorné ukazat pro piipad vstup-
nich dat m = n, k = 0, tedy ve ¢tvercovém mésté bez rozkopanych kiizova-
tek. Pfedstavime-li si strom vSech provedenych rekurzivnich volani funkce
Cesty, kde kofen odpovida zavolani se vstupnimi parametry (n,n), az do
hloubky rekurze n—1 provede funkce vzdy dvé rekurzivni volani. V hloubce
n — 1 m4 tedy tento binarni strom 2"~! uzli. Celkovy podet viech pro-
vedenych volani funkce Cesty do hloubky rekurze n — 1 véetné je proto
roven 14+2+4+...+2""1 coz je 2" — 1. Strom vSech volani funkce pak
pokracuje dalsimi uzly az do hloubky 2n — 2, pfi¢emz vzhledem k efekttim
na okraji sité ulic v nékterych piipadech funkce provede dvé a v nékterych
uz jenom jedno rekurzivni volani. Pfesny pocet vSech vykonanych volani
funkce Cesty ale nemusime odvozovat, uz z prvnich n — 1 hladin stromu
je zjevné, Ze je tento pocet skuteéné exponencidlni vzhledem k n.

Pro feSeni podobnych situaci, kdy rekurzivni funkce zbyteéné vola opa-
kované sama sebe se stejnymi parametry, s jakymi jiz byla diive zavolana,
pouZzivame programovaci techniku oznacovanou jako memoizace (odvozeno
z anglického memory = pamét) nebo také keSovani mezivysledkd (odvo-
zeno z anglického cache = vyrovnéavaci pamét). Je zaloZena na velmi jed-
noduché myslence. Nas rekurzivni algoritmus doplnime pomocnym polem,
ve kterém si budeme uklddat vSechny hodnoty, které rekurzivni funkce
jiz nékdy spocitala. Pfed provedenim rekurzivniho volani pokazdé zkon-
trolujeme, zda jsme jiz nékdy diive nespodcitali tu hodnotu, kterou prave
potfebujeme. Jestlize ano, vezmeme hodnotu z pole a neprovadime rekur-
zivni volani. Jestlize potfebnou hodnotu jesté neznédme, funkci normalné
rekurzivné zavolame a po skonceni jejitho vypocétu vysledek nejen vratime
z funkce jako navratovou hodnotu, ale také ho uloZzime do naseho pomoc-
ného pole pro pfipadné budouci vyuziti.

Algoritmus vypoétu tedy zustane v principu stejny, jako byl dosud,
nadale mé podobu rekurzivni funkce. Asymptoticka ¢asova sloZitost feSeni
se ovSem vyrazné snizila, nebot pro kazdou pfipustnou hodnotu vstupnich
parametri bude funkce zavolana nejvyse jednou. V nasi uloze s Arpadem
a kfizovatkami bude takovych volani nejvyse m - n a protoze kazdé z nich
se vykon4a v konstantnim ¢ase, asymptoticka Casova slozitost upraveného
algoritmu se sniZi na velmi pfiznivou hodnotu O(m-n) v nejhorsim pripadé.
Opét si ukdZeme programovou realizaci uvedeného postupu.

def Cesty (i, j):
= 0

if 1 = or j == 0: return 0 # neexistujici kriZovatka
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if r[i][j]: return O # rozkopanad kfiZovatka

if ali][j] == —1:
al[i][j] = Cesty(i—1, j) + Cesty(i, j—1)

return a[i][j]
m, n = [int(_) for _ in input().split ()]
k = int (input ())
r = [[False|*(n+1) for _ in range(m+1)] # rozkopané kfiZovatky
a = [[—1]*(n+1) for  in range(m+1)|] # po&et cest (1,1)->(i,j)
al[l][1] =1 # po&ateini kF¥iZovatka
for p in range(k):

i, j = [int(_) for _ in input().split ()]

r[i][j] = True

print (Cesty (m, n))

Po skonceni vypocétu vySe uvedeného programu udavaji prvky pole
ali, ], kolika riiznymi cestami mize jet Arpad z kiizovatky (1,1) na k¥izo-
vatku (i, 7). Pii feseni tloh podobného typu ¢asto nepouzijeme rekurzivni
funkei, ale hodnoty ali, j] namisto toho po¢itame itera¢né ve vhodném po-
fadi, tzn. od mensich indexi k vétsim. Nejdiive snadno stanovime hodnoty
pole a v fadku 1 a ve sloupci 1. Po prvni zapadovychodni ulici mtzeme jet
pouze jedinym zptisobem od kiizovatky (1,1) smérem vychodnim, dokud
poprvé nenarazime na rozkopanou kiizovatku. Od této kiizovatky dale na
vychod se uz nedostaneme. Obdobné dvaha plati i pro prvni severojizni
ulici.

Hodnoty a[i, j] pro vSechny zbyvajici kfizovatky ve mésté, tzn. pro ¢,
J > 1, spo¢itame na zakladé dvahy, kterou jsme provedli hned na za-
atku naseho prvniho feseni. Pokud je kiiZzovatka (i,j) rozkopand, polo-
fme ali,j] = 0. Jestlize rozkopané neni, miZeme na ni pfijit ze severu
z kiizovatky (¢ — 1,j), nebo ze zapadu z kiizovatky (i,j — 1). Hodnotu
ali, j] tedy spocitame jako soucet ali — 1, j] + a[i, j — 1]. Pole a budeme za-
pliiovat ve vhodném poradi, naptiklad po Fadcich zleva doprava, abychom
pii vypoctu ali, j] jiz znali obé potiebné hodnoty ali — 1,j5] a ali,j — 1].
Po vyplnéni celého pole a bude vysledek tlohy uloZen v prvku a[m, n].

¢
Z

m, n = [int(_) for  in input().split ()]

k = int (input ())

r = [[False|*(n+1) for _ in range(m+1)] # rozkopané kfiZovatky
a = [[—1]*(n+1) for  in range(m+1)|] # po&et cest (1,1)->(i,j)
for p in range(k):

i, j = [int(_) for _ in input().split ()]
r[i][j] = True
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al[l][1] =1 # po&ateini kfiZovatka
for i in range(2, m+1):

a[i][1] = 0 if r[i][1l] else al[i—1][1]
for j in range(2, n+1):
al1ll§] = 0 if r[1]]j] else a[1][j—1]

for i in range(2, m+1):
for j in range(2, n+1):
ali][j] =0 if r[i][j] else a[i—1][j] + a[i][j—1]

print (a[m][n])

Pro vyteseni tlohy musime vyplnit celé pole a velikosti m xn a pfi vypo-
¢tu hodnoty kazdého prvku vykoname konstantni pocet operaci. Asympto-
tickd Gasova sloZitost algoritmu je proto O(m - n). Je tedy stejna, jako
v naSem druhém feSeni s rekurzi a pomocnou paméti. To neni nijak pre-
kvapujici, nebot v obou pripadech se provadél stejny vypocet stejnych
hodnot, jenom v jiném pofadi a s jinou organizaci prace.

Popsany zpiisob feSeni tlohy oznacujeme jako dynamické programouvdni.
Spoéiva v tom, ze pied vyfeSsenim zadaného vétsiho problému nejprve vyte-
Sime mensi a tim i snadnéjsi ulohy stejného typu a s vyuzitim jejich feSeni
pak jiz dokdZzeme snadno urcit hledany vysledek. Stejny postup se aplikuje
opakované na takto ziskané mensi alohy, az cely ptivodné zadany problém
postupné rozlozime na tak malé ¢asti, které dokdzeme vyfesit piimo. Z je-
jich TeSeni sestavime FeSeni o néco vétsich podiloh, pomoci nich vyfesime
ty jesté vétsi, a takto pokracujeme az k vyfeSeni celé puvodni tlohy.

NaSe druhé a t¥eti feSeni tlohy s Arpadem predstavuji dva zakladni
pristupy, jak lze dynamické programovani implementovat — bud rekurzivné
shora, nebo itera¢né zdola. Mezi obéma pristupy méame zpravidla na vybér
a ob& moznosti vedou ke stejné asymptotické ¢asové slozitosti v nejhorsim
pripadé. Pouziti itera¢niho pristupu byva o néco Castéjsi, takto navrzeny
program byva pro vétSinu programétort jednodussi a prehlednéjsi. Jak
jsme vidéli ve tfetim FeSeni nasi dnesni tlohy, vynechame zde rekurzivni
rozklad na podilohy, ale za¢neme rovnou od vhodné zvolenych malych
iloh, pomoci jejich feSeni vyfesime tlohy vétsi, a tak postupujeme déle az
k vyreSeni celého ptuvodné zadaného problému.

Ackoliv obé& varianty implementace dynamického programovani maji
stejnou asymptotickou ¢asovou slozitost v nejhor$im pripadé, rekurzivni
piistup mutze byt u nékterych tloh a pro néktera vstupni data casové vy-
hodnéjsi. Je tomu tak i u nasi dnesni dlohy s rozkopanymi kfizovatkami.
P1i itera¢nim feSeni tlohy budeme postupné poéitat vSech m - n hodnot
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v poli a, takze vysledny program bude mit asymptotickou ¢asovou slozi-
tost O(m-n) nejen v nejhorsim, ale v kazdém piipadé. Pro néktera vstupni
data ale mnohé z téchto hodnot pocitame zbyte¢né, protoze je nakonec ne-
vyuzijeme, ve vysledku se nijak neprojevi. Jsou to hodnoty téch kiizovatek
(i,7), ze kterych se viibec neda dojet na cilovou kiizovatku (m,n). P¥i po-
stupném zapliiovani pole a ale pfedem nevime, o které kiizovatky se jedna,
takZe pro jistotu pocitame v8ech m - n hodnot a ukladame je vSechny do
pole a.

Naproti tomu pii rekurzivnim feSeni tlohy mutzeme vypocet nékterych
nepotiebnych hodnot usettit. Uvazujme napiiklad vstupni data k = m—1,
rozkopané jsou kiizovatky (2,n —1), 3,n—1), (4,n—1), ..., (m,n—1),
tedy celad predposledni severojizni ulice s vyjimkou jeji prvni kiizovatky
(I,n —1). V takovém pfipadé bude vysledkem tlohy &islo 1, nebot pro
Arpada existuje jedind moZné cesta z domova do prace (nakreslete si ob-
razek!). Po zavolani rekurzivni funkce Cesty(m,n) se pro ziskani tohoto
vysledku provede nejprve volani funkce postupné na kiizovatky (m—1,n),
(m—2,n), ..., (1,n) a poté na k¥izovatky (1,n—1), (1,n—2), ..., (1,1).
Funkce Cesty bude tedy v tomto pfipadé zavolana jenom piiblizné (m+n)-
-krat a cely vypocet tak bude mit ¢asovou sloZitost O(m + n). Uvedenou
¢asovou usporu ovSem neziskame pokazdé, jak ukazuje néasledujici priklad.
Mgjme opét k = m — 1, rozkopané jsou tentokrat k¥izovatky (1,2), (2,2),
(3,2), ..., (m—1,2), tedy cela druha severojizni ulice s vyjimkou jeji po-
sledni kiizovatky (m,2). Rovnéz v tomto piipadé bude vysledkem ulohy
¢islo 1, Arpad méa opét k dispozici jedinou moZnou cestu (nakreslete si
sami situaci). Poet vykonanych rekurzivnich volani funkce Cesty bude
oviem v tomto pfipadé zhruba m - n.

N&s dnesni ¢lanek zakonéime jednou technickou poznamkou. Pokud
si zkusite sami naprogramovat kterykoliv z uvedenych algoritmu ti¥eba
v C++, Pascalu nebo Javé a program spustite na pocitaci, nedivte se, ze
vypocet pro mnoha vstupni data skon¢i s béhovou chybou aritmetického
preteceni. To neni zavadou pouzitého algoritmu, ale prostym dusledkem
skute¢nosti, Ze prevazna vétSina programovacich jazyka pracuje s celo-
¢iselnymi hodnotami pouze omezené velikosti. Jsou-li rozméry mésta m,
n hodné velké a pocet rozkopanych kiizovatek k dostateéné nizky, po-
tom pocty pripustnych cest pro Arpada velmi rychle nartstaji a ukladané
hodnoty afi, j] snadno piekro¢i obvykly rozsah celo¢iselnych proménnych.
Z bézné uzivanych programovacich jazykt jediné Python umoziuje pra-
covat s libovolné velkymi celymi ¢isly, proto jsme ho také pouzili v na-
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Sich programovych ukazkach. Jiné programovaci jazyky ukladaji celo¢i-
selné hodnoty standardné do 4 bytd, kde 1 bit uréuje znaménko a zby-
vajicich 31 bitd obsahuje ulozenou hodnotu vyjadfenou ve dvojkové sou-
stavé. Maximalni zobrazitelné celo¢iselnd hodnota je v takovém piipadé
rovna 231 — 1 = 2147483647. Jiz ve &tvercovém mésté velikosti 18 x 18 ulic
bez rozkopanych kfizovatek vychéazi pocet moznych cest 2333606220 a je
tedy vyssi nez 23! — 1. Uloha zadana v olympiadé vyzadovala napsat pro-
gram, ktery zvladne vyfesit vSechna mésta az do velikosti 100 x 100 ulic.
Pro takto velké mésto bez rozkopanych kiiZzovatek dostaneme vysledek
22750883079422934966181954039568885395604168260154104734000 (coz
je hodnota fadové 10°®). V dobé konani soutéze pred 25 lety oviem Python
jesté neexistoval, takze soutézici pouzivajici programovaci jazyky C, C++
nebo Pascal si museli navic naprogramovat vlastni celo¢iselnou aritmetiku
pracujici s mnohacifernymi ¢&isly.

Jak moc jsou okruzaci okrouhli?

LUDEK SPICHAL

Ceska lesnicka akademie, Trutnov

Spirédly riznych tvart nalezneme ve svém okoli velmi bézné. Prestoze
spiral je cela fada riznych typi, v pirirodnich atvarech zaznamename pie-
vazné spiralu logaritmickou.

V minulosti byla u fady zvifat (napf. ve tvarech roht turovitych, $pi-
¢akt divokych prasat, tvarech ulit a musli mékkysi), v lidské anatomii
(napf. tvar Zeber), ale také v botanice (napf¥. v postaveni listd na lodyze,
v postaveni Supin pfi tvorbé §iSek) prokazéna pritomnost logaritmické spi-
raly [4, 5, 8]. Tvar a vlastnosti logaritmické spiraly jsou vyuzivany rovnéz
pii konstrukei riznych technickych zafizeni, ktera vyzaduji staly (te¢ny)
tithel dotyku (napf. Fezaci nastroje, lezecké vacky — tzv. friendy, ozubena
kola v kuzelovych soukolich) [1]. Rozmanitost oblasti vyskytu logaritmické
spiraly je skute¢né udivujici, napft. [2, 3, §|.

Mezi mékkysi vyskytujicimi se v Ceské republice nalezneme Fadu skupin
tvoficich spiraln{ ulity s riznym zptisobem uspofadani zavitl. Zastupci Ce-
ledi okruzakovitych (Planorbidae) vynikaji schrankami (obr. 3, 4, 5, 6, 7),
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