Sich programovych ukazkach. Jiné programovaci jazyky ukladaji celo¢i-
selné hodnoty standardné do 4 bytd, kde 1 bit uréuje znaménko a zby-
vajicich 31 bitd obsahuje ulozenou hodnotu vyjadfenou ve dvojkové sou-
stavé. Maximalni zobrazitelné celo¢iselnd hodnota je v takovém piipadé
rovna 231 — 1 = 2147483647. Jiz ve &tvercovém mésté velikosti 18 x 18 ulic
bez rozkopanych kfizovatek vychéazi pocet moznych cest 2333606220 a je
tedy vyssi nez 23! — 1. Uloha zadana v olympiadé vyzadovala napsat pro-
gram, ktery zvladne vyfesit vSechna mésta az do velikosti 100 x 100 ulic.
Pro takto velké mésto bez rozkopanych kiiZzovatek dostaneme vysledek
22750883079422934966181954039568885395604168260154104734000 (coz
je hodnota fadové 10°®). V dobé konani soutéze pred 25 lety oviem Python
jesté neexistoval, takze soutézici pouzivajici programovaci jazyky C, C++
nebo Pascal si museli navic naprogramovat vlastni celo¢iselnou aritmetiku
pracujici s mnohacifernymi ¢&isly.

Jak moc jsou okruzaci okrouhli?

LUDEK SPICHAL

Ceska lesnicka akademie, Trutnov

Spirédly riznych tvart nalezneme ve svém okoli velmi bézné. Prestoze
spiral je cela fada riznych typi, v pirirodnich atvarech zaznamename pie-
vazné spiralu logaritmickou.

V minulosti byla u fady zvifat (napf. ve tvarech roht turovitych, $pi-
¢akt divokych prasat, tvarech ulit a musli mékkysi), v lidské anatomii
(napf. tvar Zeber), ale také v botanice (napf¥. v postaveni listd na lodyze,
v postaveni Supin pfi tvorbé §iSek) prokazéna pritomnost logaritmické spi-
raly [4, 5, 8]. Tvar a vlastnosti logaritmické spiraly jsou vyuzivany rovnéz
pii konstrukei riznych technickych zafizeni, ktera vyzaduji staly (te¢ny)
tithel dotyku (napf. Fezaci nastroje, lezecké vacky — tzv. friendy, ozubena
kola v kuzelovych soukolich) [1]. Rozmanitost oblasti vyskytu logaritmické
spiraly je skute¢né udivujici, napft. [2, 3, §|.

Mezi mékkysi vyskytujicimi se v Ceské republice nalezneme Fadu skupin
tvoficich spiraln{ ulity s riznym zptisobem uspofadani zavitl. Zastupci Ce-
ledi okruzakovitych (Planorbidae) vynikaji schrankami (obr. 3, 4, 5, 6, 7),
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jejichz spirdly tvori zavity lezici vice méné v jedné roviné. Z tohoto po-
hledu pfedstavuji zajimavy material pro matematické modelovani tvaru
schranky.
1. Spiraly

Logaritmicka spirala je rovinna k¥ivka, jejiZ polomér roste exponencialné

s velikosti @hlu (obr. 1 vlevo, obr. 2). V fadé piipadu je nejedna pouze
o rovinné (2D) kiivky, ale kiivky v prostoru (3D).")

: )
I/

D
\.

Obr. 1 Logaritmicka spirala (vlevo), Archimédova spirdla (vpravo)

Logaritmickou spirdlu mtzeme srovnat napft. s dobfe znamou spiralou
Archimédovou, ktera je rovinnou kfivkou, jejiZz polomér roste linedrné s ve-
likostf thlu (obr. 1 vpravo).?)

D Rovinn4 logaritmicka spiréla byla objevena nezavisle nékolika riiznymi matematiky.
Jako prvni se o ni zminuje Descartes, ktery ji v roce 1638 pojmenoval jako ekviangularni
(rovnotihlou) spiralu, nebot vektor poloméru protina kfivku pod konstantnim thlem
(tzv. te¢ny thel). Torricelli pouZil pojmenovani geometrickd spirala podle dalsi vlast-
nosti kfivky, kdy polomér kfivky roste exponencialné jako funkce thlu. Jesté pozdéji
pouzil Halley oznadeni proporéni spirdla, naznacujici, ze jednotlivé ¢asti kfivky jsou
podobné, lisi se proporci. V roce 1711 Jacob Bernoulli jako prvni popisuje kfivku bez
pouziti polarni rovnice, pro jeji oznac¢eni pouzil ¢tvrty nazev — logaritmicka spirala.

2) Archimédes ze Syrakus (287 pf. n. 1.-—212 pf. n. 1.) byl fecky matematik, fyzik,
filosof, vynalezce a astronom. Archimédova spirala je také oznafovana jako aritmeticka
spirala.
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Obr. 2 Dolni $pic¢ak (parak) divokého prasete (vlevo), model vngjsitho oblouku
(vpravo, SAS/STAT) [8]

2. Kdo jsou okruzaci?

Celed okruzakoviti (Planorbidac) zahrnuje fadu druhi sladkovodnich
plicnatych plzi, jejichz velikost je v fddech mm nebo jednotek centime-
tri.?) Ulity vétsiny druhi jsou tzv. planispiralni, coZ znamena, Ze jednot-
livé zavity lezi zhruba v jedné roviné. Stény ulit jsou tenké a na povrchu
obvykle hladkeé.

Obr. 3 Mikroskopicky snimek plze z ¢eledi okruzakoviti (Planorbidae) s vlozenou
logaritmickou spiralou a vyznafenym tecnym thlem

3) Jistou zvlastnosti, u plzt nepiili§ obvyklou, je piftomnost hemoglobinu (obsahuje
zelezo) jako krevniho barviva (vétsina plzii ma v krvi hemocyanin obsahujici méd).
Pritomnost Zeleza umoznuje efektivnéjsi prenos kysliku.
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V ¢lanku se budeme vénovat uréeni parametrt logaritmickych spiral
(zejména velikosti te¢ného thlu) tvoricich schranky okruzakovitych pomoci
optimalizace softwarem SAS/STAT.

3. Modelovani spiral

Pro pocitacové modelovani je vyhodné pouziti parametrickych rovnic
zvolenych kfivek. Parametricki rovnice logaritmické spiraly je

x =z + r(t) cos(t),
y = yo +r(t)sin(?),

(1)
t >0, kde r(t) = ae’ je spojita funkce (polomér spirdly, tj. délka tsecky
mezi pélem spirdly a danym bodem spiraly).”) Koeficient a uréuje bod, od
kterého se spirdla za¢ina vykreslovat (pocdtek spirdly), pro neposunutou
spirdlu ma soufadnice [a, 0]. Pro koeficient b logaritmické spiraly plati, Ze
b = cot @, kde 0 je te¢ny uhel, ktery svira tec¢na spiraly a vektor poloméru
v daném bodu.”)

10

y
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Obr. 4 Svinutec bélousty (Anisus leucostoma). Foto Michal Horsék:
http://mollusca.sav.sk/malacology/img/anisus-leucostoma/

4) Archimédovu spiralu bychom ziskali pro volbu r(t) = at, dale napf. pro volbu
r(t) = av/t bychom ziskali Fermatovu spiralu, pro volbu r(t) = % pak spiralu Lituuovu.
Pol spirdly je bod, ze kterého by se spirala ,vykreslovala“, pokud by byl koeficient
a = 0. V kartézskych soufadnicich je pro neposunutou kfivku pélem pocatek soustavy
soufadnic [0, 0]. Pl spiraly a pocatek spiraly jsou u Archimédovy spiraly totoZzné.

5)Logaritmické spirala se rychleji rozviji (roste hodnota koeficientu b) pro klesajici
velikost te¢ného uhlu 6.
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Fotografie schranek byly umistény do kartézské soustavy souradnic a
rucné odecteny soufadnice bodi lezicich na obloucich tvoricich primét
okraje ulity do roviny, pfi¢emz body byly voleny tak, aby jejich thlova
vzdalenost byla ca 5°. Porovnanim s modelem posuzovanych kiivek (Geo-
gebra) byly odhadnuty vstupni hodnoty parametrii kiivek (tj. souradnice
stFedd kiivek, hodnoty koeficientd apod.) pro naslednou optimalizaci.

Pii optimalizaci byly minimalizovany funkce, které vypocitaly soucet
druhych mocnin vzdélenosti (tzv. minimdini kvadratickd chyba) mezi po-
zorovanymi daty a matematickymi modely kiivek. Odhadnuté hodnoty
byly pouzity k vytvoreni matematickych modela kiivek, kterymi byly pro-
lozeny datové soubory.

320
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Obr. 5 Kruznik drobny (Gyraulus riparius). Foto Michal Horsak:
http://mollusca.sav.sk/malacology/img/gyraulus-riparius/
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Obr. 6 Menetovnik rozsifeny (Menetus dilatatus). Foto Michal Horsak:
http://mollusca.sav.sk/malacology/img/menetus-dilatatus/
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Funkce, ktera vyjadiuje soucet druhych mocnin vzdalenosti mezi pozo-
rovanymi [z;, ;] a modelovymi hodnotami [u;, v;] spirél je popsana rovnici

[5, 7]

n

Froyoab = Y _ (w0 + (i) cos(ts) — z:)” + (yo + r(t:) sin(ts) — ;)% (2)
i=1

kde r(t) je funkce s parametry a a b definujici dany typ spirdly a para-
metr b se uplatni pouze pro logaritmickou spiralu. Hodnoty ¢; byly urceny
z podminky [7]

Yi — Yo
tan(t;) = pr— (3)
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Obr. 7 Tercovnik vroubeny (Planorbis planorbis). Foto Michal Horsék:
http://mollusca.sav.sk/malacology/img/planorbis-planorbis/
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Obr. 8 Listovka leskla (Segmentina nitida). Foto Michal Horsak:
http://mollusca.sav.sk/malacology/img/segmentina-nitida/
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4. Modelovani v SAS

V této casti ukdzeme zéapis programu pro odhad parametri logarit-
mické spiraly tvofici schranku svinutce béloustého (Anisus leucostoma,
obr. 4). Program pro optimalizaci logaritmické spiraly byl sestaven s vyu-
7itim ¢lanku [5]. Ziskana data byla analyzovana softwarem SAS, ktery po-
uziva optimaliza¢ni metodu v SAS/IML k nalezeni parametri zkoumané
kiivky [5, 6, 7] podle hodnot usporadanych dvojic {[z1,v1],- .., [Tn,yn]}
zjisténych bodi. Sestavené programy analyzovaly zjisténé data metodou
TRM (trust region method, metoda divéryhodné oblasti), tj. numeric-
kou metodou optimalizace vyuZzivajici nelinearni regresi.®) Jednotlivé ¢asti
programového kédu jsou doplnény poznamkami vysvétlujicimi smysl dané
¢asti programu (/*..%/).

/#Body tvorici casti spiraly omezene dalsim zavitem.x/
/%V obrazku jsou tyto body vyznaceny cervene.x/

/#V prikladu uveden pouze prvni a posledni datovy bod.=x/
data S1;

input Segment x y;

Seg = 37 — N + 1;

datalines;

1 0.38 0.31

37 5.30 —2.55

)

/#Body tvorici posledni (neomezenou) cast spiraly.*/
/#V obrazku jsou tyto body vyznaceny modre.*/

/*V prikladu uveden pouze prvni a posledni datovy bod.=x/
data S2;

input Segment x y;

Seg = 19 — N _ + 1;

datalines;
1 4.42 —4.43
19 8.54 —2.82

)

6)Vice o pouzité metodé TRM napi. https://en.wikipedia.org/wiki/Trust_
region. Oficialni stranky spole¢nosti: https://www.sas.com/cs_cz/home.html. Software
1ze pro vyzkumné a studijni acely po registraci pouzivat bezplatné (SAS University Edi-
tion). Regenf fady problémii napf. na: https://blogs.sas.com/content/iml/.
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/#*Procedura pri vypoctu zajistuje cteni dat po segmentech.x/
/*Poradi je urcene cislovanim.x*/

proc sort data=S1;

by seg;

run;

proc sort data=S2;

by seg;

run;

/#Simuluje model logaritmicke spiraly.*/
title "Anisus leucostoma";

title2 "Model logaritmicke spiraly";
proc iml;

pi = constant ("pi");

theta = do(0,6*pi, pi/24)°;

a=1;, b= —0.3063;

X axcos (theta)#exp (bxtheta);

y = a*sin (theta)#exp(bxtheta);

call scatter(x,y);

/#*Procedura vypocte prirustek hodnoty uhlu pro dany bod.x/
start IncrAngle(x, y);

theta = atan2(y,x); dif = dif(theta);

idx = loc(dif~=. & dif<0);

n = nrow(dif); pi = constant("pi");

do while( ncol(idx)>0 );

s = idx [1];

theta[s:n] = 2%pi + theta[s:n]|; dif = dif(theta);
idx = loc(dif~=. & dif<0);

end ;

return (theta);

finish;

phi = IncrAngle(x,y);

JHkxxx Hlavni vypocet skskxsx/

use S2; read all var {x y}; close;
start ObjF(p) global(x, y);
x0=p[1]; y0=p[2]; a=p[3]; b=p[4];
xc = x—x0; yc = y—y0;

theta = IncrAngle(xc, yc);

u = axcos(theta)#exp(b*theta);

v = a*sin (theta)#exp(bxtheta);
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d2 = (xc—w##2 + (ye—v)#+#2;

return( sum(d2) );

finish;

/#0dhad parametru logaritmicke spiraly.x/

p=1{-02 045 0.05}; opt = {0 1};

call nlptr(rc,result ,"ObjF", p, opt);

b= result [4]; tu=atan(l/b);

pi = constant("pi"); tp=(tux180/pi);

print rc,result [c={"x0" "y0" "a" "b"} label="Log. spirala"];
print tp [label="Tecny uhel"];

/*Vytvori datove soubory "Fit" pro casti log. spiraly.x/
x0=result [1];y0= result [2]; a= result [3];b= result [4];
x¢ = xx0; yc = y—y0; pi = constant("pi");
rl=a#(exp(—b*2%pi))##2;

theta = do(0,6*pi, pi/24)°;

ul =x0+ (a##2/r1)*cos(theta)#exp(bxtheta);

vl =y0+ (a##2/rl)*sin (theta)#exp(bxtheta);

create Fitl var {"theta" "ul" "v1"};

append ;

close;

x0=result [1];y0= result [2]; a= result [3];b= result [4];
x¢ = xx0; yc = y—y0; pi = constant("pi");
r2=a#exp(—b*2%pi);

theta = do(0,6*pi, pi/24)°;

u2 =x0+ (a##2/r2)*cos(theta)#exp(bxtheta);

v2 =y0+ (a##2/r2)*sin (theta)#exp(bxtheta);

create Fit2 var {"theta" "u2" "v2"};

append ;

close;

x0=result [1];y0= result [2]; a= result [3];b= result [4];
x¢c = xx0; yc = y—y0; pi = constant("pi");

r3=a#exp (b*2%pi);

theta = do(0,6*pi, pi/24)°;

u3 =x0+ (a##2/r3)*cos(theta)#exp(bxtheta);

v3 =y0+ (a##2/r3)*sin (theta)#exp(bxtheta);

create Fit3 var {"theta" "u3" "v3"};

append ;

close;

use S2; read all var {x y}; close;
u=x; v =y;

create Slc var {"u" "v"};

append ;
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close;

quit ;

/*Slouci pozorovana data a datove soubory "Fit".x/
data Alltwo;

set S1 Slc Fitl Fit2 Fit3;

run;

/*Vytvori graf z pozorovanych dat a datovych souboru "Fit".x/
ods graphics / width=500px height=>500px;

title "Shoda dat s modelem log. spiraly";

title "Anisus leucostoma";

proc sgplot data=Alltwo NOAUTOLEGEND;

scatter x=x y=y/ markerattrs=(color=red) ;

scatter x=u y=v/ markerattrs=(color=blue);

series x=ul y=vl;

series x=u2 y=v2;

series x=u3d y=v3;

xaxis grid values=(—12 to 12 by 1);

yaxis grid values=(—12 to 12 by 1);

run;

5. Vysledky

Modely spiral byly vytvareny pomoci bodii lezicich na okraji posledniho
(neprekrytého) zavitu spiraly (v modelech vyznaceny modrymi krouzky).
Okraje vnitfnich zaviti, které se mohou z uréité ¢asti prekryvat, jsou vy-
znafeny v modelech €ervenymi krouzky. Sestavené modely (obr. 4, 5, 6, 7)
ukazuji, ze schranky okruzakovych jsou zavinuté ve tvaru logaritmické spi-
raly. V tab. 1 jsou pro model logaritmické spiraly zaznamenané hodnoty
parametru b a déale vypocteny tecny thel spiraly. Zaporné znaménko uve-
dené u hodnot parametru b vyjadiuje orientaci spiral, které jsou ve vSech
piipadech pravotocivé.

Tab. 1 Te¢né uhly logaritmickych spiral vybranych druht okruzakovitych

koeficient b teény thel

svinutec bélousty (Anisus leucostoma) —0,0622 86,4°
kruznik drobny (Gyraulus riparius) —0,1293 82,6°
menetovnik rozsifeny (Menetus dilatatus) —0,1385 82,1°
ter¢ovnik vroubeny (Planorbis planorbis) —0,0861 85,1°
listovka leskla (Segmentina nitida) —0,0755 85,7°
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ZAavér

Vytvofené modely ulit okruzakii maji ve v8ech piipadech tvar logarit-
mické spiraly. Zajimavou otazkou, kterou by mohl zodpovédét detailnéjsi
prizkum provedeny na vét$im vzorku, je tvaha, zda je teény thel logarit-
mickych spiral druhové specificky a mohl by byt pouzit jako taxonomicky
znak.
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