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1. Komplexni ¢isla a jejich geometricky vyznam

Timto ¢lankem bezprostiedné navazujeme na ¢lanek [1] o uziti geo-
metrickych vektort v ditkkazech planimetrickych vét. V obdobném pojeti
ukazeme, jak mizeme planimetrické véty dokazovat téz metodou uziti kom-
plexnich cisel.

Ve stfedoskolskych ucebnicich matematiky se s ni zpravidla setkdvame
nikoliv v planimetrii, ale pouze jen jako se zajimavou aplikaci teorie kom-
plexnich ¢isel pro feSeni planimetrickych uloh (viz napf. [2, s. 198-199]
a [3]).

Vyhody metody pouZiti komplexnich cisel pii feSeni planimetrickych
iloh jsou obdobné jako u metody uziti geometrickych vektorti, piic¢emz
¢asto obé metody spolu tizce souviseji. Pfipomeinime téz vyznam pouziti
komplexnich ¢isel v planimetrii z hlediska dikladného porozuméni mate-
matice, ktery zejména vyzdvihuje Viastimil Dlab (viz odkaz v [1] na jeho
¢lanek).

Cilem tohoto ¢lanku je pfedev§im prezentace dikazi vyznamnych pla-
nimetrickych vét uzitim komplexnich ¢isel. Protoze navazujeme na dikazy
obdobnych v&t pomoci geometrickych vektorti v ¢lanku [1], jejich formu-
obdobné obrazky. Jednotné a co nejjednodussi pojeti dikazu je zalozeno
na algebie komplexnich &isel, jejiz pouzité poznatky a oznaceni struc¢né
zrekapitulujeme.
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Komplexni ¢isla (prvky oboru komplexnich ¢isel C) budeme znadit z,
21, 22, 24, zp apod. P¥ipomenme (viz [2]-[6]), Ze kompleznimi ¢isly (prvky
oboru C) se rozumi uspotradané dvojice redlnych isel z = [z,y], z,y € R
a z praktického hlediska je uziteéné jejich vyjadieni v algebraickém tvaru,
v némz i = [0,1] € C je tzv. imagindrni jednotka:

z=x+yi, kdex,ycRai’=][0,1]>=—1. (1)

Cislo € R se nazyva redlnd cédist komplexniho ¢isla z, znaéi se Rez =
a ¢islo y € R se nazyva imagindrni éist komplexniho ¢isla z, zna¢i se
Im z = y. Pfitom pak ¢islo Z = x — yi se nazyva komplexné sdruzené ¢islo
ke komplexnimu éislu z = x + yi.

V oboru komplexnich ¢isel C se definuji zakladni operace s¢itani a na-
sobeni komplexnich ¢&isel, pfiGemz pro soucet komplexnich ¢isel a soucin
komplexnich ¢isel plati (21, 22, 23 € C):

21+ 20 = 20+ 21, (21+22)+ 23 =21+ (22 + 23), (2)
Z1R2 = Z2Z%1, (21Z2)Z3 = 21(2223), (3)
(21 + 22)23 = 2123 + 2223, (4)

tj. operace s¢itani a nasobeni jsou komutativni a asociativni, operace na-
sobeni vzhledem ke s¢itani je distributivni.

Operace odcitini a deéleni? komplexnich &isel jsou definovany jako in-
verzni operace ke s¢itani a nasobeni:

21 1 2122
21— 29 = 21 + (—22), pro zp #0: = =z - — = —=. (5)
zZ9 zZ9 2929

Pro operace s komplexzné sdruZenygmi éisly plati (pro kazdé z, z1, zo € C):

z24+Z=2Rez, 2Z=(Rez)?+ (Imz2)? (6)

21tz =Z1+%, 21— 2 =21~ Z, (7)

Z1 23 = 71 - 22, (Zl) zzil(pro z9 # 0). (8)
zZ9 Z9

Absolutni hodnota komplexniho ¢isla z je definovana vztahem

2| = V(Re2)? + (Im2)2 = V2z = |2|* = 2. (9)
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Odtud mj. plyne, Ze ve vzorci (5) pro podil komplexnich &sel z1, 29 je
2973 = |22|?. Ze vztahu (9) dale plyne, 7e pro absolutni hodnoty souctu a
rozdilu komplexnich ¢isel z1, zo plati rovnosti

|21 + 22|% = (21 + 22) (21 + 22) = |21] + |22]* + 2 Re(21%2), (10)

|21 — 2|2 = (21 — 22) (21 — 22) = |21]® + |22|*> — 2Re(21%2). (11)
Z nich po secteni vyplyva rovnost
|21+ 22”4 |21 = 22]? = 2(J21 [ + [22[%). (12)

Pro absolutni hodnoty soucinu a podilu komplexnich ¢éisel z1, zo plati rov-

nosti
= 1l prozz # 0. (13)

|22

Zejména dale vyuzijeme geometrickou interpretaci komplexnich cisel a
operact s nimi v Gaussové rovineé, ve které je zavedena kartézski soustava
soufadnic s poc¢atkem O[0,0] a osami z = Re z, y = Im 2. Kazdému kom-
plexnimu ¢islu z = x + yi € C je pfifazen vzajemné jednozna¢né bod
Z[x,y] Gaussovy roviny G a ifkame, 7e ¢islo z je komplexni soufadnici
bodu Z € G (obr. 1). Bod Z se nazyva obraz c¢isla z v G a pfifazuje
se mu téz (vzajemné jednoznaéng) privodié (radiusvektor) bodu Z ozna-
¢ovany rz = 0Z, tj. vdzany vektor reprezentovany orientovanou tuseckou,
jejiz pocateéni bod O je pocatek Gaussovy roviny G a jejiz koncovy bod
je bod Z.

Z1

|z122| = [21] - [22],

A
Im =z

rz

O Re z'

Obr. 1
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Geometrické zobrazeni komplexnich ¢isel se specidlné uplatiiuje pii geo-
metrické konstrukei souc¢tu a rozdilu komplexnich ¢isel pomoci vektorového
rovnobézniku, resp. vektorového trojuhelniku. Nazornou geometrickou in-
terpretaci maji téz absolutni hodnoty komplexniho ¢isla z a rozdilu dvou
riznych komplexnich ¢isel z1,29: |z| = |rz| = |0Z] = |OZ| pFedstavuje
vzdélenost obrazu komplexniho &isla z od poc¢atku O a |21 — 22| = | Z1 22|
vzdélenost obrazi komplexnich &isel zq, zo.

V tzké navaznosti na geometricka zobrazeni komplexnich ¢isel se zavadi
jejich tzv. goniometricky tvar komplezniho ¢isla z # 0, ktery je definovan
vzorcem

z = |z|(cos ¢ + 1 sin ), (14)

kde |z| je absolutni hodnota komplexniho ¢isla z a ¢ je velikost oriento-

vaného thlu XOZ sevieného kladnou poloosou OX osy x = Rez a po-
lopfimkou OZ nazyvana argument komplezniho ¢isla z. Jeho hlavni (z4-
kladni) hodnoty jsou v intervalu 0 < ¢ < 27 (resp. 0° < ¢ < 360°) a
znacime je argz = @. Ve vzorci (14) cos ¢ + 1 sing je komplezni jednotka
(| cos @ + 1 sin | = \/cos2 ¢ + sin? ¢ = 1).

Pro soucin a podil nenulovych komplexnich ¢isel v goniometrickém tvaru
z1 = |z1|(cos 1 +18in¢y), 22 = |22|(cos v + isin pg) vyplyva ze vzorce
(14) a ze souétovych vzorct pro funkce sinus a kosinus, Ze plati

2129 = |z122] [cos(p1 + p2) +1i sin(e1 + p2)], (15)
pricemz
|z122] = |21 - |22], arg(z122) = arg 21 + arg za, (16)
z1 z1 ..
o= ’ [cos(p1 — @2) +1isin(pr — ¥2)], (17)
2
pri¢emz
2 @, argz—l = argz, — arg zs. (18)
V) |22‘ z9

V aplikacich, mj. v geometrii je ¢asto vyhodné pouzivan alternativni
exponencidalni tvar komplexniho ¢&isla z # 0, v némz zakladem je Fulerovo
¢islo e (tj. iracionalni ¢islo e = 2,71828...):

z = |z]e'?, kde e =cosp +ising, ¢ = argz. (19)
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Jeho pouzitim nabyvaji vzorce pro soucin a podil nenulovych komplexnich
Cisel z1, 29 (15), (17) jednoduché vyjadieni:

2129 = |21] - |22] ei(W1+S@2)7 1 @ elp1—w2) (20)
zZ9 |22|

Uzitim goniometrického, resp. exponencialniho, tvaru nenulovych kom-
plexnich é&isel

21 = |z1] (cos 1 +isingy), resp. z; = |z1]e ¥t
2y = | 22| (cos pg +1 singy), Tesp. zx = |2o]e!?2,
lze téZ dokézat uZziteéné rovnosti pro vyrazy z1%zs a zjzo:
7173 = |21] - 22| [cos(p1 — p2) + isin(p1 — p2)],
resp. 217z = |z1| - |22| €!(¥17%2),
Zizp = |21] - |22 [cos(p2 — ¢1) +isin(p2 — ¢1)],
resp. zZize = |z1| - |22] elp2—e1)
Odtud ziskavame rovnosti pro vyrazy Re(z1%zz) ve vzorcich (10), (11):
Re(2172) = Re(Z122) = |21]+| 22| cos(p1—¢2) = |21]-|22] cos(p2—¢p1). (21)
Téz uzijeme zajimavou rovnost, jez plati pro kazda ¢tyii komplexni &isla
21, B2, 23, 24:

(21 — 22)(23 — 24) + (21 — 24) (22 — 23) = (21 — 23)(22 — 24). (22)

2. Dikazy planimetrickych vét uzitim komplexnich ¢isel

Piiklad 1 Pomoci komplexnich soufadnic vrchold obecného trojihelniku
ABC v Gaussové roviné G dokazte pro néj kosinovou vétu vyjadienou
vzorcem:

& =a® + b — 2abcosy (23)

a specialné pro pravouhly trojihelnik ABC Pythagorovu vétu vyjadienou
vzorcem ¢ = a® + b2.

Diikaz. Necht vrcholy A, B, C trojihelniku ABC [1, obr. 2] jsou obrazy
komplexnich &fsel z4, zp, zc v Gaussové roving (tj. tato komplexni &isla
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jsou komplexnimi souradnicemi bodit A, B, C). Uzitim vzorce (11) vyja-
drime
|za — z8]* = |za]* + |28]> — 2Re(24%B),

pri¢em? podle vzorce (21) je
Re(24%B) = |24l - |2B] cos(pa — vB) = |24l - [2B] cos(pp — p4),

kde |zal, |zp| jsou absolutni hodnoty komplexnich &isel z4, zp, pa =
= arg zp, vp = argzp jsou zdkladni (hlavni) hodnoty jejich argument.
Zvolime-li (bez Gjmy na obecnosti) zoc = 0 ¢ili vrchol C' v pocatku O
Gaussovy roviny, pak g — @4 = |Irp,ra| = v a po dosazeni dostavame
|za —2B|% = |2B]? + |24|? =2 cosy €ili ¢® = a® +b% —2cos 7, tj. vzorec (23)
kosinové véty pro c2. (Jeji obdobna vyjadieni pro a2, b? lze ziskat vyuzitim
cyklické zamény proménnych a, b, ¢.)

Speciilné pro pravouhly trojuhelnik ABC, kde v = 90°, a tedy cos~y = 0,
plyne odtud vzorec: ¢ = a? + b?, ktery vyjadiuje Pythagorovu vétu.
Obracenim postupu (implikaci) dikazu vyplyva téZ platnost obrdcené Py-
thagorovy véty.

Priklad 2 Uzitim geometrické interpretace komplexnich ¢isel dokazte vétu
o thloprickdch rovnobézniku: Pro kazdy rovnobéznik ABCD se stranami
o délkach |AB| = |CD| = a, |BC| = |AD| = b a ahlopfitkami o délkach
|AC| = uq, |BD| = ug plati

ui +u3 = 2(a® 4+ b?). (24)

Diikaz. Oznagime komplexni soufadnice vrchold rovnobézniku ABCD |1,
obr. 4] po fadé z4, 2B, z¢, zp. Umistime-li vrchol A do podatku O Gaus-
sovy roviny, tj. polozime z4 = 0, je u; = |2 + zp| a us = |z — zp|.
S pouzitim vzorce (12) pak dostavame: u? +u3 = |zp +2zp|?+ |25 — 2p|? =
= 2(|z8]* + |2p[*) = 2(a® + 7).

Priklad 3 Dokazte uzitim komplexnich &isel Thaletovu vétu: V libovolné
kruznici k jsou v8echny obvodové thly AV B nad jejim prumérem AB
pravé (JX AV B| = 90°).

Diikaz. Zvolme libovolnou kruZnici k o poloméru r a stfedu S [1, obr. 7],

ktery umistime do po¢atku O Gaussovy roviny, takze prusec¢iky A, B kruz-
nice k s osou Re z maji komplexni soutadnice z4 = —r, zp = r. Komplexni
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soutadnice vrchola V obvodovych thla AV B oznadime zy (|zy| = r). Pak
pro vzdélenosti bodu A, B od vrchola V' plati

b=|VAl=|-r—2z2v|l=le2v+7r], a=|VB|=|r—2zv|=lz2v — 7|,

takze

V4a®=lzy +7> 4 oy — 7> =
2

=(zv+r)Ev+r)+ (v —r)EFv — 1) =2(2vEy +77) = (2r)? = &2

Z odvozené rovnosti a® 4+ b? = ¢ podle obricené Pythagorovy véty plyne,
Ze trojthelnik AV B (pro kazdé V') je pravouhly s pravym dhlem pii vr-
cholu V.

Priiklad 4 V geometrickych aplikacich komplexnich ¢isel kromé jejich geo-
metrické interpretace jako bodiu Gaussovy roviny, resp. piislusnych ra-
diusvektori (privodi¢i), tj. vazanych vektort s poc¢atednim bodem v jejim
pocatku O, se také efektivnd pouziva (viz napf. [8]) geometrické znézor-
néni pomoci volngch geometrickijch vektori. Spo¢iva v tom, ze nenulovym
komplexnim &isliim u, resp. v (obvykle ve tvaru sou¢tu, popf. rozdilu dvo-
jic komplexnich ¢isel z1, z2) se piifazuji jako jejich obrazy volné vektory
u=0Z,, v=0Z,, kde Z,, Z, jsou obrazy komplexnich ¢isel u, v v Gaus-
sové roviné. Kromé zakladniho umisténi 0Z,, 0OZ, vektory u, v mohou
mit téz libovolné jiné zvolené umisténi VA, VB (obr. 2). Pfitom plati, ze
luf =10Z,| = u, |v| = 10Z,| = v.

A

Pu L

T

I >
T

O Rez
Obr. 2
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Necht komplexni &isla u, v maji goniometrické tvary
u = |ul(cosp, +1sine,), v=|v|(cosp, +1sing,),

kde ¢,, = argu, ¢, = argv a ¢, > ¢,,. Dokazte, ze pak kladné orientovany
thel vektort u, v mé velikost

¥ =i = |Z,0Z,| = ¢, - ¢ = axg — = ang(up) = arg(@).  (25)

Diikaz. Vyjdeme z rovnosti kladné orientovanych ahld v obr. 2: ¢, + ¢ =
= @y, = ¥ = Y, — @, a dale pouzitim goniometrického vyjadreni kom-
plexnich &isel u, v (popf. jejich exponencialniho vyjadieni) dostavame, viz
rovnosti (17) a (21):

Y = Py, — P, = argv — arg u = arg v arg(uv) = arg(av),
u

tj. plati rovnosti (25), nebot Re(uv) = Re(uv) = |u| - |v| cos(¢y — pu) =
= |u| - |[v| cos . Pfitom zaroveil pro piislusné volné vektory u, v je jejich
skalarni sou¢in u-v = |u| |v| cos | u, v| = |u| |v| cos . Odtud specialné plyne
kritérium ortogonality (kolmosti) vektord u, v:

ulve |u v =90° < cos|u, v =0 < Re(uv) = 0. (26)
Priklad 5 Uzitim kritéria (26) provedeme alternativni dikaz Thaletovy
véty z prikladu 3 bez pouziti obracené Pythagorovy véty.
Diikaz. Volné geometrické vektory p = VA, ¢ = VB (viz [1, obr. 7]) jsou
pfifazeny komplexnim ¢islim p = z4 — 2y, ¢ = 2 — 2y, prifemz z4 = —r,

zp =r a |zy| = r. Uzitim kritéria (26) dokaZeme, Ze p L q takto: Vyjdeme
7 vypoctu soucinu

pqg= (24 —2v)(zp —2v) = —(r+2v)(r—zv) =
=ty r@E —av)= 1+ P+ rEy —av) =r(EF — 2v)

¢ili Re(pq) = Rer(Zy —zv) = 0, a tedy podle (26) je p L g, tj. |[XAVB]| =
= 90° pro v8echny vrcholy V.

Priklad 6 Dokazte, Ze pro velikost tthlu volnych geometrickych vektori
u= VA, v = VB pfitazenych komplexnim &islim u = z4 — 2y, v = 2 — 2y
plati:

ZB — RV

Y= |Lu, v = |A/V\B| = arg(zp—z2yv)—arg(za—zy) = arg (27)

ZAsz.
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Diikaz. Vztahy (27) vyplyvaji ze vztaht (25), viz obr. 2

Priklad 7 Uzitim komplexnich ¢&isel a pfifazenych volnych geometrickych
vektori podle prikladu 6 dokazte Ptolemaiovu vétu pro tétivové ctyithel-
niky: V kazdém té&tivovém &tyfahelniku ABCD se stranami o délkich
|AB| = a, |BC| = b, |CD| = ¢, |DA| = d a uhlopfickami o délkach
|AC| = uy, |BD| = ug plati vztah

ujug = ac + bd. (28)

Diikaz. Vrcholum tétivového Etyfthelniku ABCD [1, obr. 6] pfifadime
v Gaussové roviné po fadé komplexni soufadnice z4, 2, zc, 2p, Pro néz
podle (22) plati identicka rovnost

(24 — 2zB)(2c — 2D) + (24 — 2D)(2B — 2c) = (24 — 2¢)(2B — 2D), (29)

pfitemz |zq4 — zp| = a, |25 — 2¢| = b, |20 — z2p| = ¢, |24 — zp| = d,
|za — zc| = w1, |zB — 2c| = uo.

Velikosti vnitnich ahla «, 3,7, 9 ctyruhelmku ABC’D muzeme repre-
zentovat jako velikosti kladné orientovanych dhla BAD CBA DCB ADC
jez lze vyjadiit na zakladé vztahi (27) ve tvaru

o = |BAD| = arg(2p — 2a) — arg(ep — 24) = arg “2—,
ZB — ZA
p= ‘@| = arg(za — zp) — arg(zc — zp) = arg Ma
ZC — 2B
v = \ﬁC\B| = arg(zp — 2¢) — arg(zp — z¢) = arg M’
ZD — RC
0= ‘m| = a‘rg(zC - ZD) — arg(zA — ZD) = arg M
ZA — ZD

Pfitom pro velikosti protilehlych vnitinich dhla tétivového ¢tyiahelniku
ABCD plati rovnosti (viz [1]):

a+v=180°, B+45=180°.

Po dosazeni do prvni z téchto rovnosti (obdobné by bylo mozné uzit druhou
rovnost) dostavame:
ZD — ZA zZB — ZC (ZD —ZA)(ZB —ZC)

a+y = arg +arg = arg = arg(—1).
ZB — 24 Zp — Z¢ (zB — 24)(2D — 2¢)
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Odtud plyne, ze
arg(za — zp)(2c — zp) = arg(za — zp) (2B — 2¢) = ¢,

a tedy vyrazy na levé strané rovnosti (29) lze vyjadrit v exponencidlnim
tvaru

(24 — 2B)(2¢ — zp) = |24 — 28| - |20 — 2p| €%,
(24 — 2p)(25 — 20) = |24 — 2p| - |2B — 2¢| €'¥

Se¢tenim téchto rovnosti ziskavame levou stranu rovnosti (29) ve tvaru

(24 — z)(2¢ — 2p) + (24 — 2D) (2B — 2¢) =
=[|lza — zB| - |2c — zp| + |24 — 2p| - |2B — 20] €'
a prava strana rovnosti (29) ma obdobny tvar
(24 — 2¢)(2B — 2p) = |24 — 2¢| - |25 — 2p| €'¥
Po dosazeni do rovnosti (29) a vydéleni e'? tak dostavame, 7e plati rovnost
|24 — zB| - [z¢ — zp| + |24 — 2p| - [2B — 2c| = |24 — 20| - |2B — 2D
Gili ac + bd = ujus.

Priklad 8 Uzitim komplexnich soufadnic dokaZzte, Ze pro kazdy (konvexni
nebo nekonvexni) ¢étyfuhelnik plati Varignonova véta: St¥edy M, N, P, Q
stran AB, BC, CD, DA libovolného ¢tyfuhelniku ABC'D jsou vrcholy
rovnobézniku M N PQ.

Diikaz. Pro libovolné zvoleny ¢tyFahelnik ABCD [1, obr. 10a, b] v Gaus-
sové roviné prifadme jeho vrcholim A, B, C, D komplexni soufadnice z4,
zB, Z2c, zp astifedim M, N, P, ) jeho stran komplexni soutadnice zps, zn,
zp, 2q. Protoze pro né plati rovnosti zp; = %(ZA +2p), 2N = %(zB + z0),
zp = 3(2c + 2p), 20 = 3(2p + z4), plyne odtud:

M —ZN = ( za —20) = |2m — 2N]| = 5( za —2¢) Cli [MN| = %|AC’|,
29 —2p = 5(2a —20) = [2q —2p| = %(ZA*ZC) li [QP| = 3|AC|,
M- 2Q = (zB —zp) = |lam — 20| = %(ZB —zp) dli |[MQ| = %|BD\,
ZN —2Zp = 5(23 —zp)=lan —zp| = %(ZB —zp) ¢@li [INP| = %|BD\7

takZe dvojice protéjsich stran ¢tyithelniku M N PQ jsou shodné, tj. je to
rovnobé&znik.
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3. Zaveér

Geometrické aplikace komplexnich ¢isel jsou nejen zajimavou ukazkou
jejich pouziti, ale maji také zasadni vyznam z hlediska propojeni algebry
s planimetrii. V ¢lanku uvedené piiklady dikazii jednoduchych vyznam-
nych planimetrickych vét mohou byt vhodné vyuzity ve vyuce stfedoskol-
a7 [10]. Zejména sbirka geometrickych tloh [9] zahrnuje i velmi naroéné
ditkkazy planimetrickych vét uzitim komplexnich ¢isel, jeZ jsou podrobné
zpracovany (v navaznosti na ¢etné ruské i jiné zahrani¢ni matematickeé li-
terarni zdroje). Obdobné jako pouZiti geometrickych vektorovych metod
v planimetrii (viz [1]) i uziti komplexnich ¢isel v ni muZe vyznamné pii-
spét k hlubsimu porozuméni matematice ve vyuce a v praci s matematicky
talentovanymi studenty.
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