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Kdyz se fekne primérna hodnota, leckomu se nejprve vybavi nejzna-
méjsi a nejpouzivanéjsi pramér, totiz aritmeticky pramér. Jiz déti na za-
kladni 8kole si pomoci néj pocitaji pramérnou znamku, kterd muze vy-
jadrovat jejich hodnoceni z daného vyucovaciho predmétu. Na stfednich
Skolach se studenti mohou seznamit i s dalsimi moznymi praméry, napft.
s primérem geometrickym & harmonickym.") Malokdy se viak studenti
setkaji s praktickym vyuzitim téchto charakteristik pfi feSeni riznych tuloh.

Clanek se zaméfuje na geometricky prumeér. Po zavedeni geometrického
priméru jsou predstaveny nékteré jeho vlastnosti, jejichZz zarazeni do vy-
uky miiZe prispét k rozvoji riznych matematickych znalosti a dovednosti
studentii (alohy 1-4). Dale jsou feSeny ulohy 5 az 10 z ekonomie a finanéni
matematiky (napf. vypodet primérné procentni sazby zmény hodnoty bé-
hem urditého ¢asového obdobi), pfi nichZ se pravé geometricky primér
vyuziva.

Geometricky primér a jeho geometricka interpretace

Geometricky priumér n nezapornych realnych ¢isel 1, o, ..., x, (hod-
not sledovaného kvantitativniho znaku z), oznaceny T, je definovan jako
n-ta4 odmocnina sou¢inu hodnot xq, za, ..., Tn,”) tj.

1

Ta = m:(fﬁ) (1)

Specialné pro n = 2 dostaneme Tg = /771 - T3.

DPriiméry jsou napi. s medianem & modem statistickymi charakteristikami polohy
neboli tzv. stfednimi hodnotami souboru dat. Charakteristiky polohy riznym zpisobem
vypovidaji o stfedni hodnoté souboru dat.

2)Casto se uziva formulace, ze x; tvofi datovou fadu.

252 Matematika — fyzika — informatika 30 (4) 2021



Geometricky praumér dvou kladnych ¢isel ¢,, ¢ lze geometricky inter-
pretovat jako velikost v vysky C'P v pravotuhlém trojihelniku ABC' s pra-
vym thlem u vrcholu C' (na obr. 1 pfedstavuji kladna &isla ¢, ¢, po fadé
délky tsec¢ek BP, AP), kterému je opsana Thaletova kruznice 7 sestrojenéa
nad primérem AB. Konstrukce tsecky predstavujici geometricky primeér
dvou tsecek kladnych délek uziva Eukleidovu vétu o vysce, ktera v obr. 1
vyplyva z rovnosti poméru odpovidajicich si stran v podobnych trojiuhel-
nicich APC a CPB (uu).

C

A Cy P ST Ca B

Obr. 1 Geometrickd interpretace geometrického primeéru dvou &isel ¢4, ¢

Uloha 1
Pomoci pravitka a kruzitka sestrojte tsecku délky u = /8 cm.

Resent. Cislo 8 lze napsat v soucinovém tvaru 8 = 1-8 = 2 -4, tedy
uw=18=+1-8=1+/2-4. Délka tsecky je tedy geometrickym pramérem
napf. ¢isel ¢, = 4 a ¢, = 2. Podle obr. 1 sestrojime tusecku délky c, + ¢ =
= 442 a nad ni jako nad primérem Thaletovu kruznici 7. Vyska v v obr. 1
predstavuje hledanou tsecku u délky /8 cm.

Zakladni vlastnosti geometrického primeéru

Geometricky pramér je na rozdil od aritmetického primeéru definovan
pouze pro nezaporna realné ¢isla z;. Pokud bude alespon jeden z ¢initelt
roven nule, bude geometricky pramér také roven nule. Na rozdil od arit-
metického priméru nenf hodnota geometrického primeéru vyraznou mérou
ovlivnéna extrémnimi hodnotami ze souboru dat.
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Vztah mezi geometrickym a aritmetickym primérem

Je znamo, ze geometricky primeér T4 nezapornych realnych hodnot zq,

T, ..., T, je vZidy mensi nebo roven jejich aritmetickému priméru 7, tj.
plati

Tg <T. (2)
Rovnost zde nastava, pravé kdyz 1 = zo = ... = x,. Platnost vztahu (2)

pro n = 2 lze snadno geometricky ovéfit napf. v obrazku 1, kde velikost

poloméru S;C kruznice 7 pfedstavujici hodnotu aritmetického priméru

¢isel ¢y, ¢, bude vidy vétsi nebo nejvyse rovna velikosti vysky v.
Geometricky diikaz beze slov je uveden napf. [3, str. 51], viz obr. 2.

Obr. 2 Geometricka interpretace nerovnosti geometrického a aritmetického pri-
méru dvou éisel a, b

Uloha 2
Algebraickymi apravami dokaZte nerovnost (2) pro dvé libovolna neza-
pornéa redlna ¢isla x1 a xo.

Reseni. Mame dokézat, ze pro kazda dvé nezaporné realna &isla x1, xo
plati
T -+ T2

VT1r2 < —g (3)

Po vynasobeni obou stran nerovnice (3) dvéma, nasledném umocnéni obou
nezapornych stran nerovnice na druhou a tpravé nerovnice dostaneme

0< (21 — 332)2. (4)
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Tato nerovnice (4) plati pro kazda x1 a xs, plati tedy tvrzeni (3). Rovnost
zde nastane, pravé kdyz xy = xs.

Pozndmka. Dtikaz nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym priameé-

rem pro n (n > 2) nezapornych hodnot z1, . .., 2, zde kvili rozsahu dukazu

neuvadime.?)

Logaritmus geometrického priméru

Logaritmus pfi zakladu a (a > 0, a # 1) geometrického primeéru klad-
nych realnych ¢&isel x4, ..., x, je roven aritmetickému praméru jejich loga-
ritma, tj. plati

1 n
log, Ta = - Z log,, ;. (5)
i=1

Uloha 3
Uzitim pravidel o logaritmech ovéfte platnost rovnosti (5).

Resend. Uzitim zakladnich pravidel pro po¢itani s logaritmy méme

1
log, T =log, ¥/x1 -9 ... xy, =log, (X1 -T2-... Ty)™,
tj.
_ 1
log, Ta = ﬁloga(arl Lo ... Tp).
Kromé toho dale plati
log, (1 -9 -... x,) =log, 1 +log, x2 + ...+ log, zn,

tedy

1 1o
1Oga Tg = E (loga 1+ loga To+...+ 1Oga l’n) = g Zloga Zi,
i=1

coz jsme chtéli ukazat.

Uloha 4
Pouzitim logaritmi (bez kalkulatoru) vypocitejte geometricky prameér
¢isel 16 a 1024.

3)Diikaz lze nalézt nap¥. v [2, str. 7-15] nebo [5, str. 17-18].
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Resent. Pokud nemiizeme k Fesent vyuzit kalkulator, pomohou nam k vyte-
Seni tilohy logaritmy. Staci si uvédomit, Ze éislo 16 = 24 a ¢islo 1024 = 210,
Obé ¢isla logaritmujeme o zakladu 2, takze log, 16 = 4 a log, 1024 = 10.
Vypocteme aritmeticky primér exponenti 4 a 10 (ten je 7) a timto vysled-
kem umocnime zéklad logaritmu 2. Geometricky pramér &isel 16 a 1024

je tedy 27 = 128.

Neéktera uziti geometrického primeéru ve finan¢ni matematice

Jak uz jsme se zminili v ivodu ¢lanku, geometricky primér se pouziva
k vypo¢tu nékterych ekonomickych ukazatel, obecné k vypocétu prameér-
nych hodnot ristovych charakteristik v ¢ase. Geometricky prumér lze tedy
aplikovat na koeficienty ristu dané veli¢iny, napf. pro vypocet primérného
tempa ristu HDP, hrubé mzdy, devizového kurzu, zisku firmy apod.*)

Pomérné casté je otdzka na primérnou procentovou miru ristu (po-
klesu) (také tempo ristu) ceny zbozi pfi jeho opakovaném zdrazovani nebo
zleviiovani, tedy napft. o kolik procent praumeérné vzrostly ceny kazdy mésic
b&hem celého roku, jaky byl primérny rust cen akcii, cen byti, roéni miry
inflace apod.

Povazujme cenu ¢ n&jakého zbozi (sluzby) za velic¢inu, kde ¢q je hodnota
na za¢atku a hodnoty ¢y az ¢, na konci n sledovanych n stejné dlouhych
obdobi. Cislar1, 72, ..., Tn definujeme jako poméry dvou po sobé jdoucich
hodnot sledované veli¢iny ¢, zméfené vzdy na konci daného obdobi, tj.

C1 C2 Cn
mn=—Tr=—..., Th = .
Co C1 Cn—1
Cisla 71, ra, ..., r, nazyvame koeficienty ristu (poklesu) ceny c. Prameér-

nou hodnotu koeficientu r ristu ceny ¢ nazyvame prumérné tempo rastu
a oznacime z. Uplatnime-li tedy stejnou hodnotu = pro vSechny hodnoty
zdrazeni, pak pro rizné hodnoty ceny ¢y a ¢, musi platit:

co-x" = cp,
Cn
— o/, 6
x % (6)

Pramérnou procentovou miru ristu (pro & > 1), resp. poklesu (pro
x < 1) lze vyjadrit vztahem (x — 1) - 100, resp. (1 — z) - 100.

D Viz napk. [1, str. 35, 249, 356] aj.
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Nasledujici aloha 5 zdavodiuje, pro¢ je pii vypoc¢tu priumérné hodnoty
koeficientu riustu nezbytné vyuzit geometricky primér a jak postupovat,
jsou-li pfimo zadané procentni hodnoty zdrazeni ¢i zlevnéni ceny zbozi.

Uloha 5

Puvodni cena zbozi byla 1000 K¢&. Zbozi bylo dvakrat zdrazeno: nejdiive
na 1250 K¢, pak na hodnotu 1375 K¢. Jaka byla primérna procentova
mira zdraZeni, tzn. o kolik procent by muselo byt zbozi s pivodni ce-

nou dvakrat po sobé& zdrazeno, aby cena zbozi po druhém zdraZzeni byla
1375 Ké?

Resend. Pomoci podili nové ceny po kazdém zdraZeni a ceny p¥imo pied-
PR _ 1250 _ _ 1375 _ >

chazejici, tj. r1 = {5550 = 1,25 a ro = 1555 = 1,1, snadno zjistime, Ze po

prvinim zdraZeni vzrostla cena zbozi 0 25 % a po druhém zdrazeni o 10 %

vicéi predchozi cené.

‘ €o ‘ C1 C2

Cena zbozi [K¢]| 1000 1250 1375
: o 1250 1375 _
Koeficient r; rastu ceny c Too0 = 1,25 1950 = 1,1

Tabulka 1 Prabézné ceny zbozi s odpovidajicimi koeficienty ristu ceny

Z tabulky 1 vyplyva, Ze cena po druhém zdrazeni 1375 K¢ je rovna
sou¢inu pocateéni ceny 1000 K¢ a koeficientii 71, 72, tj. 1000-1,25-1,1 =
= 1375 Ke.

Pomoci vztahu (6) lze vypocitat pramérné tempo ristu:

1375
z = /1,375 = 1/m =/125-1,1 =1,1726. (7)

Primérné tempo ristu, resp. praimérna hodnota koeficientu r je po zao-
krouhleni 1,173, tedy pramérna procentova mira zdrazeni zbozi ¢inila pfi-
blizné 17,3 %. Stejny vysledek ziskame také z tivahy, podle které hledame
takovou hodnotu z primeérného tempa ristu ceny, pro kterou by platila
rovnice

1000 -z -x =1375.

Pozndmka. Pokud bychom pramérné tempo rustu (poklesu) uréili za po-
uziti aritmetického priiméru jako podil 22812 % = 17,5 %, byla by cena
zbozi po dvojim zdrazeni 1380,625 K¢, coz je chybny vysledek.
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Pozndmka. Vyraz+/1,25- 1,1 ve vypoctu (7) lze obecné zapsat x = /1 - ra,
coZ je vzorec (1) pro vypolet geometrického praméru pro n = 2.

Jsou-li pii FeSeni dloh pfimo zadané hodnoty pi, pa, ..., p, procento-
vych mér zdrazeni zbozi (v %), pak pro vypocet priumérné hodnoty ristu
ceny zbozi (nebo jiné velic¢iny) postupujeme pomoci vztahu

T = /x| -Ta ... Tnp, (8)

kde

Pi
100’
V pripadé zleviiovani se ve vzorci (9) zméni soucty na rozdily.

=1+ 1=1,2,3,...,n. (9)

Primérna drokové sazba za sledované obdobi se vypocita jako geome-
tricky primér jednotlivych hodnot turokovych mér v danych trokovych
obdobich a je vZdy mensi nebo maximélné rovna aritmetickému priméru
jednotlivych drokovych mér. Aritmeticky pramér ma tendenci nadhodno-
covat primérné hodnoty: ¢m vice se vstupy (zadané hodnoty) za dané
obdobi od sebe lisi, tim vice se hodnota aritmetického praméru odlisuje
od hodnoty geometrického priiméru. Napt. pokud se vynosy zvysi za prvni
obdobi 0 90 % a v dalsim obdobi se snizi o 20 %, je meziro¢ni rozdil
110 %, coz je zna¢fné velkd odchylka. Aritmeticky primér 35 % by zde
byl velmi nadhodnoceny a nepfesny. Divodem je fakt, ze ¢isla nejsou na
sobé nezavisla. Naproti tomu geometricky primér po zaokrouhleni 23,3 %
je relevantni idaj. Pokud jsou v8ak hodnoty vstupii sobé blize, muze byt
aritmeticky primér rychlou cestou k odhadu vynosi (hodnota ale i tak
nebude piesna).

Uloha 6

Uvazujme akcii, jejiZz cena v prvnim roce rostla o 10 %, v druhém roce
klesla 0 20 % a v tFetim roce opét klesla o 15 %. Jaky byl pramérny
procentovy rust ceny dané akcie?

Resent. Primérné tempo ristu cen akcie je geometrickym primérem dat
o ristu (poklesu) jeji ceny. Po dosazeni do vzorei (8) a (9) bude

T = +/(14+0,1)-(1-0,2)-(1—0,15) = 0,908,

tedy primérny pokles ceny akcie byl po zaokrouhleni 9,2 % (1 — 0,908 =
= 0,092, tj. 9,2 %). Cislo 9,2 % vyjadfuje hodnotu primérného kon-
stantniho poklesu ceny akcie ve sledovanych letech, tedy plati 0,908% =
= 1,1-0,8-0,85.
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Uloha 7

Tempo ristu cen byt bylo v obdobi ¢tyf po sobé jdoucich let postupné
2%, 1%, 3% a3 %. Vypocitejte prumérnou hodnotu koeficientu rtstu
cen bytu.

Reseni. Opét s vyuzitim vzorci (8) a (9) dostaneme

Tg = +/1,02-1,01-1,03 - 1,03 = 1,0225,

tzn. primérné tempo ristu je po zaokrouhleni 2,25 %. Cislo 2,25 % vy-
jadfuje pribliznou hodnotu primérného konstantniho ristu cen v kazdém
ze Ctyt sledovanych mésict, a proto plati 1,0225% = 1,02-1,01 - 1,03 - 1,03.

Uloha 8 5
Tabulka 2 udava hodnoty priimérné roéni miry inflace® v Ceské repub-
lice za roky 1999-2008. Vypocitejte prumérnou roéni miru inflace za celé

obdobi. O kolik procent se zvysila primérné cenova hladina od roku 1998
do roku 200879

1999 | 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008
21% | 39% | 4,7% | 1,8% | 01% | 2,8% | 1,9% | 2,6% | 28% | 6,3%

Tabulka 2 Miry inflace v letech 1999-2008

Regend. S vyuZitim vzorci (8) a (9) dostaneme

Te = /1,021 -...-1,063 = 1,02877.

Pramérna ro¢ni mira inflace byla po zaokrouhleni 2,88 %, pokud zaokrou-
hlujeme na setiny. ZvySeni primérné cenové hladiny od roku 1998 do roku
2008 se vypocita podle vzorce (6) pro n = 10, tedy

C10

= (2)'% = 1,028 77" = 1,328,
Co

tedy doglo k cenovému zvyseni p¥iblizné o 32,8 %.

5)Mira inflace je ¢asto definovana jako procentni tempo riistu cenové hladiny za dané
obdobi, pfi¢emz za cenovou hladinu je povazovana primérna uroven cen zbozi a sluzeb.
6)Podle [4, str. 170].
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Uloha 9
Uspory a vlozené do banky se tro¢i v prvnim roce drokovou mirou ve
vysi 2 %, ve druhém roce 3,5 % a ve tietim roce trokovou mirou 5 %. Jaka

konstantni vySe trokové miry vkladu v kazdém roce by zajistila stejny
zisk?”)

Resent. S ménici se hodnotou trokoveé miry bude vysledna hodnota vloze-
ného kapitalu 1,021,035 - 1,05 - a. Pti konstantni hodnoté p drokové miry
po dobu viech t¥i let to je (1+ p)? - a.

Ze zadani pfedpokladame rovnost vysledného kapitalu na konci t¥{ let:
1,02-1,035-1,05 - a = 2> - a, pfitemZ x = 1 + p. Dostavame

x = 4/1,108485 = 1,0349.

Tedy p = 0,0349, coz odpovida po zaokrouhleni tirokové miie 3,49 %.

Uloha 10

Banka nabizi spotici produkt na 5 let se zhodnocenim vlozenych fi-
nan¢nich prostfedki ve vysi a o 12 %. Jaka je roéni tirokova mira nabizena
bankou?

Resent. Po péti arokovacich obdobich bude celkova &stka 1,12-a. Ozna¢me
z prumérné zhodnoceni za jedno trokovaci obdobi. Pak plati rovnost

1,12-a=12"-a,

x= /1,12 =1,02292.
Roé¢ni tirokova mira ¢ini po zaokrouhleni 2,29 %.

~

Zaveér

Utivo o geometrickém priméru je zajimavym a uzitenym néstrojem
pro rozvoj ruznych matematickych znalosti a dovednosti studentt stfed-
nich gkol, nebot poskytuje pfilezitosti pro feSeni vypoctovych tloh napft.
z oblasti finan¢ni matematiky. Rozvoj finanéni gramotnosti mladych lidi
se stava jednou ze stéZejnich oblasti matematického uciva na zakladni a
stfedni Skole s praktickym dopadem do bé&Zného Zivota studentui.

7)Neuvazujte #adné bankovni poplatky ani daf z prijmu.
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T11 specialni body
lezici na jedné primce 11

JAROSLAV ZHOUF
Vysoka skola ekonomicka, Praha

V minulém ¢lanku na uvedené téma jsme se soustfedili na pFipomenuti
zndmych skutecnosti, a to Ze na jedné p¥imce lezi napf. vrchol trojuhel-
vrchol trojuhelniku, pata kolmice vedené z tohoto vrcholu na protilehlou
stranu a prusecik vySek. Téchto fakta pak bylo vyuzito k uvedeni dalsich
zajimavych trojic bodi lezicich také na jedné p¥imce.

V ¢élanku nam $lo hlavné o dikazy téchto konfiguraci. Byly zvoleny rtiz-
norodé dikazy, které nemély spole¢ného jmenovatele. Ve stavajicim ¢lanku
se sezndmime s jednou obecnou vétou, pomoci niz se da dokazat incidence
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