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T11 specialni body
lezici na jedné primce 11
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V minulém ¢lanku na uvedené téma jsme se soustfedili na pFipomenuti
zndmych skutecnosti, a to Ze na jedné p¥imce lezi napf. vrchol trojuhel-
vrchol trojuhelniku, pata kolmice vedené z tohoto vrcholu na protilehlou
stranu a prusecik vySek. Téchto fakta pak bylo vyuzito k uvedeni dalsich
zajimavych trojic bodi lezicich také na jedné p¥imce.

V ¢élanku nam $lo hlavné o dikazy téchto konfiguraci. Byly zvoleny rtiz-
norodé dikazy, které nemély spole¢ného jmenovatele. Ve stavajicim ¢lanku
se sezndmime s jednou obecnou vétou, pomoci niz se da dokazat incidence
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s jednou pfimkou nejen diive uvedenych trojic bodiu, ale i dalsich vy-
znamnych trojic bodi. Touto vétou je tzv. Menelaova véta. Jejim velkym
pomocnikem nam bude také tzv. Cévova véta, ve které se dualné misto
o trojici bodt na jedné p¥imce (tzv. kolinearité boda) mluvi o trojici pii-
mek prochazejicich jednim bodem (tzv. konkurenci piimek).

Véta Menelaova
Na uvod si uvedme znéni i diikkaz prvni z avizovanych vét.

Véta 1 (Menelaova) V roving je dan trojuhelnik ABC, na pifmkiach AB,
BC, CA lezi po fadé body K, L, M, které jsou viechny rtzné od vrchola
trojuhelniku. Body K, L, M lezi na jedné piimce, pravé kdyz zaroven
plati:

1. z bodt K, L, M leZi na stranach trojihelniku bud préavé dva, nebo
zadny,

AK| |BL| |oM|

2. =
|BK| |CL| |AM|

1.

Drikaz. Dokézeme nejprve prvni implikaci této véty.

Predpokladame, ze body K, L, M lezi na jedné pfimce. V takovém pii-
padeé je jasné, ze plati tvrzeni 1. Rozlozeni bodia K, L, M je napf. takové,
jak je znézornéno na obr. la, 1b. Ozna¢me jesté X prusecik piimky KL a
rovnobézky vedené bodem B s piimkou AC. Uvazujme jednak stejnoleh-
lost se stiedem K, kde napf. plati |AK| : |[BK| = |[AM] : |BX]|, a jednak
stejnolehlost se stfedem L, kde napf. plati |BL| : |CL| = |BX| : |CM]|.
Vynésobenim obou rovnosti dostaneme tvrzeni 2.

C

M

A B
Obr. la
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Obr. 1b

Nyni se zaméfime na opac¢nou implikaci véty.

Podle tvrzeni 1 pfedpokladejme naptiklad, Ze uvnit¥ strany AB nelezi
bod K, Ze lezi naptiklad uvnitié polopfimky opacné k poloptimce BA.
Kdyby byla piimka M L rovnobé&Znéa s piimkou AB, byly by trojahelniky
ABC a MLC podobné, takze by platilo |CM| : |AM| = |CL| : |BL|.
Z této rovnosti a z tvrzeni 2 dostaneme |AK| = |BK]|, coz dava jedinou
moznost, a sice ze K je stfed AB. To je ale spor, takze ML a AB jsou

riznobézky. Jejich prisecik oznacme .J.

Podle prvné dokazané implikace pro body J, L, M, které lezi na jedné

pifimce, plati
|AJ| |BL| |CM| _
|BJ| |CL| |AM|

Zaroven podle tvrzeni 2 plati

AK| |BL| |CM]| _

=1.
|BK| |CL| |AM]|

Z obou rovnosti vyplyva
|AJ|  |AK]|
|BJ| |BK|

A z predpokladu o poloze bodu K vyplyva nerovnost

|AJ]  |AK]| S
|BJ|  |BK] '
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V piipadé |AJ| > |AK| plati |AJ| = |AK|+ |KJ| a |BJ| = |BK|+ |KJ|.

Dosazenim téchto dvou rovnosti do rovnosti |AJ| : |BJ| = |AK]| : |BK]

dostaneme |KJ| = 0, tedy K = J. A jelikoZ body J, L, M lezi na jedné

pfimce, lezi i body K, L, M na jedné pfimce, coz jsme méli dokazat.
Stejny postup dikazu by byl i pro p¥ipad |AJ| < |AK].

Véta Cévova
A nyni jesté uvedme znéni i ¢aste¢ny dikaz druhé z avizovanych vét.

Véta 2 (Cevova) V roving je dan trojuhelnik ABC, na piimkich AB,
BC, CA lezi po fadé body K, L, M, které jsou vSechny ruzné od vrchola
trojuhelniku. Pfimky C'K, AL, BM prochéazeji jednim bodem, nebo jsou
vzajemné rovnobézné, pravé kdyz zaroven plati:

1. zbodu K, L, M lezi na stranach trojuhelniku bud pravé jeden, nebo
vSechny tii,

|AK| |BL| |CM]| _
" |BK| |CL| |AM|

Drikaz. Dokézeme nejprve prvni implikaci v této vété.

Predpokladame, ze piimky CK, AL, BM maji jeden spoleény prise-
¢ik, nebo jsou vzajemné rovnobézné. V takovém piipadé je jasné, Ze plati
tvrzeni 1, viz obr. 2a, 2b, 2c.

c

Obr. 2a
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Obr. 2¢

Jsou-li piimky CK, AL, BM vzajemné rovnobézné (obr. 2a), tak z boda
K, L, M patii trojahelniku ABC jediny, a to napf. bod M. Uvazujme
jednak stejnolehlost se stfedem A, kde napiiklad plati |[AK| : |[BK| =
= |CA| : |CM]|, a také stejnolehlost se stfedem C, kde napiiklad plati
|BL| : |CL| = |[AM]| : |CA|. Vynasobenim obou rovnosti dostaneme tvr-
zeni 2.

Prochéazeji-li pfimky CK, AL, BM spoleénym bodem J (obr. 2b, 2c),
pouZzijeme Menelaovu vétu. Jednak pro trojuhelnik AKC a pfimku BM
plati

|AB| |KJ| |CM]| _
|BK| [CJ] [AM] ~

jednak pro trojihelnik BCK a pfimku AL plati

L

[BL| |CJ] |AK] _

=1.
|CL| |KJ| |AB]

Vynasobenim obou rovnosti dostaneme tvrzeni 2.
Nyni se zaméfime na opacnou implikaci v této vete.
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Podle tvrzeni 1 pfedpokladejme napitiklad, Ze uvniti strany AC lezi
bod M. V tomto pfipadé mohou nastat dvé situace.

Prvni ptipad je takovy, ze pfimka M B je rovnobézna s pfimkou C'K
(obr. 2a). Uvazujme pfipad, kdy bod K lezi na polopiimce opacné k po-
lopfimce BA; ptipad, kdy bod K lezi na polopiimce opa¢né k polopiimce
AB, se Tesi analogicky. Diky stejnolehlosti se stfedem A plati napf.
|AK| : |BK| = |AC| : |CM]|. Pouzijeme-li k tomu rovnost z tvrzeni 2,
dostaneme postupné

|AC| |BL| |CM]| _ |AC|  |CL]
|CM| |CL| |AM| ' |AM| |BL|
Protoze ”fﬁl‘ > 1, je I‘(J%I > 1, coz znamena, Ze bod L lezi na polopiimce

opac¢né k polopiimce BC'. Proto plati

|AM|+|MC| |CB|+|BL| |MC| |CB|
|AM | N |BL| " |AM|  |BL|

7Z této rovnosti vyplyva, Ze je také piimka AL rovnobéZna s pfimkami M B
a CK. Tim je dikaz opa¢né implikace pro tuto situaci proveden.

Druhy piipad je takovy, Ze pfimky M B a CK jsou riznobé&zné (obr. 2b,
2¢). Jejich prisecik ozna¢me J. DokaZeme, Ze bodem J prochéazi i piimka
AL. Pro trojihelnik AK C a pfimku M B pouzijeme Menelaovu vétu, takze
plati

|AB] . | K J| ' ICM| 1
|KB| |CJ| |AM|

neboli
|C M| |CJ|

|AM|-|BK| _ |AB|-|KJ|’

Pouzijeme-li k tomu rovnost z tvrzeni 2 ve tvaru

|CM| B |CL|
|AM|-|BK| |AK|-|BL|’

dostaneme

|AK| |LB| |JC| _

|AB| |LC| |JK|
A to je tvrzeni Menelaovy véty pro trojiuhelnik BKC' a piimku AL, neboli
ze body A, L, J lezi na jedné piimce.

1.
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Yoy

Mame dén trojuhelnik ABC a Ay, By, Cy stfedy protilehlych stran
k jeho vrcholim. Ozna¢me T (t&zisté) prusecik piimek (téZnic) AA; a
BB;. Dokazeme, ze pak body C, T, C; lezi na jedné piimce, tj. vSechny
téznice trojuhelniku se protinaji v jednom bodé.

Jeden dtikaz tohoto tvrzeni jsme prezentovali v pfedchozim ¢lanku. Nyni
uvedeme jeSté dva dikazy, a to pomoci prostfedki uvedenych v tomto
¢lanku, tj. pomoci Cévovy véty a Menelaovy véty.

Nejprve tedy diukaz pomoci Cévovy véty. Vypocitame pro trojihelnik
ABC' a stfedy jeho stran Ay, By, C; tuto hodnotu:

ACY| [BA)| [CBy| 1 1 1

|BC1| |CAy| |ABy] 1 1 1
Podle ziskané hodnoty vidime, Ze se téZnice trojiuhelniku ABC' protinaji
ve spole¢ném bodé T'. To je dikaz, ze body C1, T, C lezi na jedné piimce.
Nyni dikaz pomoci Menelaovy véty. Prasecik piimek AA; a BB; ozna-
¢ime T a prisetik piimek BT a A;C; ozna¢ime X (obr. 3). Jelikoz
|AC| = 2|Cy A4], tak diky stejnolehlosti se stfedem T je |B1T| = 2|TX|.
Podobné diky stejnolehlosti se stfedem B je | By B| = 2| X B|. Takze |TB| =
= 2|B1T|. Nyni jiz miZzeme pro trojihelnik ABB; a body Cy, T, C vypo-
¢itat hodnotu:

[AC\| [BT| [BiC|_1 2 1 _,

|BCy| |BiT| JAC| 11 2
Podle ziskané hodnoty vidime, Ze body Cy, T, C' leZi na jedné pifimce.
C

Obr. 3
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Vrchol trojahelniku, pata vysky na protéjsi strané a ortocentrum

Mame dan trojuhelnik ABC a Ay, By, Cy paty kolmic vedenych po-
stupné z vrcholtt A, B, C na protilehlé strany. Ozna¢me V (ortocentrum,
prisecik vysek) priseéik primek (vySek) AAy a BBj. Dokazeme, Ze pak
body C, V, Cy lezi na jedné pfimce. Neboli fikame, Ze se vSechny vysky
trojuhelniku protinaji v jednom bodé.

Analogicky jako v pfedchozi kapitole byl jeden diikaz tohoto tvrzeni
prezentovan v predchozim ¢lanku. I nyni uvedeme jesté dva dikazy, a to
pomoci Cévovy vty a Menelaovy véty.

Nyni tedy dikaz pomoci Cévovy véty. Ozna¢me klasicky a, b, ¢ délky
stran a «, 8,y velikosti vnitinich thla trojihelniku ABC.

Diikaz provedeme nejprve pro ostroihly trojihelnik (obr. 4a). Vypoc-
teme hodnotu:

|ACy| |BAg| [CBy| bcosa ccosf acosy
|BCy| |CAg| |ABy| acosB bcosy ccosa

Podle ziskané hodnoty vidime, Ze se vysky trojuhelniku ABC protinaji ve
spoletném bodé V. To znamena dikaz, ze body Cy, V, C lezi na jedné
primce.

C

By

Y
A Co B

Obr. 4a

Podobné provedeme dtkaz pro tupouhly trojihelnik s tupym thlem
napf. u vrcholu B (obr. 4b). Vypocteme hodnotu:
|ACo| |BAo| [CBo| b cosa ccos (180° — ) acosy 1
|BCo| |CAg| |ABy|  a cos(180° — ) b cosy ccosa
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I zde podle ziskané hodnoty vidime, ze se vysky trojuhelniku ABC pro-
tinaji ve spole¢ném bodé V', coz opét znamena dikaz, ze body Cy, V, C
lezi na jedné pfimce.

Nyni jesté dokdzeme tvrzeni pouze pomoci Menelaovy véty.

V trojahelniku ABC sestrojime vysky AAg, BBy, CCy. Prisecik vysek
AAgy, BBy oznacime V. Uvazujme trojihelnik ABBjy. Chceme dokéazat, Ze
body Cpy, V, C' lezi na jedné piimce.

Dukaz provedeme nejprve pro ostrouhly trojuhelnik (obr. 4a). Vypoé-
teme hodnotu:

|[ACo| [BV| |BoC| _ |AGy| |BBo| —[BoV| |BoC| _

[BCol [BoV] JACI ~ [BGol BV [AC] ©
_ |ACo|  [BBy| = |BoC| cotgar |BoC|
| BCo| | BoC| cotg o |AC|
_ |AGy| [BBy| —|BoC| cotga _ bcosa asiny—a cosy cotga
| BCo| |AC| cotg o a cos b cotg «

cosa siny —cosycotga  sina .
= - (siny — cosy cotg ) =

cos 3 . cotg o cos 3
sina siny —cosy cosaw  —cos(a+7) cosf
N cos f3 N cos 3 "~ cosfB

Podle ziskané hodnoty vidime, ze body Cy, V', C' lezi na jedné piimce.
A jesté pridame dikaz pro tupouhly trojuhelnik (obr. 4b). Vypocteme
hodnotu:

|[ACo| [BV| |BoC| _ |AGo| |BoV|—|BBy| |BoC| _

[BCol [BoV| |AC] — [BCol — [BoV]| [Act
_ |ACo|  [BoC| cotga —|BBo| |BoC| _ [ACo| |BoC| cotgar —|BBy| _
| BCy| |BoC| cotg o |AC| |BCy| |AC| cotg o
b cos a cosy cotga — a sin~y
T cos(180° — B) - b cotg « B
_ cosa cosycosa—sinysina cos(a+7v)  —cosf
—cos f3 Cos —cos f3 —cosf3

Také zde vidime, Ze body Cy, V', C lezi na jedné piimce.
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Obr. 4b

Ulohy k samostatnému reseni

Uloha 1
Trojuhelnik ABC mé délky stran a, b, c¢. TéZnice ho rozdéli na Sest troj-

b) obsah vzhledem k obvodu a obsahu trojahelniku ABC?

Uloha 2

Body C, D lezi na polokruznici s primérem AB. Pf¥imky AC a BD
se protinaji v bodé P, pfimky AD a BC' v bodé Q. Z bodu P je vedena
kolmice na tsecku AB s patou R. Dokazte, ze body P, @, R lezi na jedné
piimce.

Navody k feSeni zadanych dloh

Uloha 1: Ozna¢me 2s obvod, vy, v. vysky po fadé z vrchola B, C a A;,
By, C stiedy stran, T tézisté trojuhelniku ABC, déle Ty, Ts, T3, Ty, T,
T6 téziste trojﬁhelnl’kﬁ AClT, BClT, BAlT, CAlT, CBlT, ABlT a CQ,
Cjs, Ag stfedy usetek ACy, BCy, BA;.

a) Z podobnosti trojuhelniki T1T>T a CoC3T plyne |T1Ts| = §. Z po-
dobnosti trojahelnika 75757 a C3AsT plyne |TxT3| = %. Analogicky to

270 Matematika — fyzika — informatika 30 (4) 2021



plati pro délky dalsich stran. Ovod Sestithelniku je

<;+é> (a+b+c)=s.

b) V trojuhelniku Th\T2T je |T1Ts| = § a vyska %vc, proto je jeho obsah
roven 22—7 obsahu trojihelniku ABC. Analogicky v ToT3T je |ToTs| = &

6
a velikost vysky 15—8 vp, proto je jeho obsah roven 55—4 obsahu trojahelniku

ABC. Obsah 8estithelniku je tedy

NEEANS!
27 54) 2
obsahu trojihelniku ABC.

Uloha 2: V trojthelniku ABP jsou AD, BC, PR jeho vysky. Vysky AD,
BC se protinaji v bodé @, Takze jim prochézi i vyska PR.

Zavér

Tento ¢lanek predstavil dvé velice uzite¢né véty — vétu Menelaovu a
vétu Cévovu s jejich dikazy. Nasledné byly dokazény vlastnosti téZnic
a vySek trojuhelniku pomoci téchto vét, tedy jinym zpisobem néz byly
dokazany v predchozim ¢lanku. Stejné ¢ podobné dikazy je mozné najit
napf. v publikacich [1, 2, 3, 4]. V nasledujicich ¢lancich se budeme zabyvat
dalsimi trojicemi bodu lezicimi na téze piimce, pfitom hojné vyuZzijeme
véty uvedené pravé v tomto ¢lanku.
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