Zajimavé matematické ulohy

Uvetejiiujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické tlohy
a uvadime zadani dalsf dvojice dloh. Resenf novych tdloh 273 a 274 muzete
zaslat nejpozdéji do 31. 3. 2022 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI, 17. lis-
topadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou na emailovou
adresu mf i@upol.cz.

Uloha 273

Urcete vSechny mnohocleny P(x) s celo¢iselnymi koeficienty takove, ze
pro v8echna pfirozena ¢isla a, b je ¢islo P(a) + P(b) délitelné ¢&islem a + b.

Jdn Mazdk

Uloha 274

Do dvou krabic rozmistime n ¢ernych a n bilych kouli tak, ze kazda
z nich obsahuje alespon jednu kouli. S pravdépodobnosti % vybereme jednu
z krabic a z ni vytdhneme jednu kouli (v kazdé krabici je vytaZeni v ni
obsaZené koule stejné pravdépodobné). P¥i jakém rozmisténi kouli bude
pravdépodobnost vytazeni bilé koule

a) co nejvetsi;

b) co nejmensi.

Jozef Kalinowski (Kalety)

Dale uvadime teSeni dloh 269 a 270, jejichz zadani jsme zvefejnili ve
druhém ¢isle aktualniho (30.) ro¢niku naseho Easopisu.

Uloha 269
Je dan pravothly rovnoramenny trojihelnik ABC, v némz K je stied
jeho pfepony AB. Uvazujme pravouhly trojuhelnik K LM s pravym thlem
pri vrcholu M, kde vrcholy L, M lezi po fadé uvniti odvésen BC', AC.
Sestrojte bod L tak, aby tsecka BL méla co nejmensi délku.
Jaroslav Svrcek

Resend. Bez ajmy na obecnosti predpokladejme, Ze odvésny pravotuhlého
rovnoramenného trojuhelniku ABC maji délku 2. Ozna¢me P stfed od-
vésny AC. Usecka PK je st¥edni piickou trojuhelniku ABC, ma tak délku 1
a je kolma na odvésnu AC. Aby bod L byl vnitinim bodem odvésny BC,
musi bod M byt zFejmé vnitinim bodem tsec¢ky PC. Trojihelniky K M P
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a M LC jsou pravouhlé s pravymi thly pfi vrcholech po fadé P, C' a sou-
¢et jejich vnit¥nich thla pii vrcholu M je 90°. Tedy podle véty uu jsou
podobné. Oznacme k délku tsecky PM. Protoze bod P je stfedem od-
vésny AC' s délkou 2, je délka usecky C'M rovna 1 — k.

Z podobnosti trojihelnikt KM P a M LC plyne
ICL| |CL| |PM| k

1-k |CM| |PK| 1’

Odtud dostaneme

1 1 2
CLi=k-k=7-(5-k)
|CL| 15
Usetka BL bude mit nejmensi délku, pravé kdyz usecka C'L bude nejdelsi.
7 nezapornosti druhé mocniny plyne

1
L < -
oLl < 3,

kde rovnost nastane, pravé kdyz k = %, tedy pravé kdyz bod M je stiedem
usecky PC.
Usecka BL tak bude mit nejmensi délku pro vnitini bod L odvésny BC
takovy, ze
BL|=|BC|—|CL| =2- L z|BC\
IBLI = ST 44 8T
jehoz konstrukce je zfejma.

Pozndmka. Pro hledany bod L v trojuhelniku CLM plati

V5

1 1
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V trojuhelniku K LM dopoé¢itame

5 5 5
kv =2 o =L =2

Trojihelniky KLM a MLC jsou tak podobné s pomérem podobnosti
V5 : 1, tedy jejich vnitini tuhly po fadé u vrcholi M a K jsou shodné.
Podle véty o obvodovém a tisekovém thlu je v tomto pfipadé piimka AC
te¢nou kruznice s prtimérem KL (opsané trojuhelniku K LM). Nékteri
Tesitelé pomoci této vlastnosti charakterizovali bod L a popsali jeho kon-
strukeci.

Spravna feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Lubomir Hajdanka z Mi-
chalovea, Anton Hndth z Moravan, Petr Vach z Jablonce nad Nisou, Mi-
chal Berdnek z G v Praze 10, Vodéradska, Veronika Borkovd z GVM v No-
vém Mésté na Moravé, Tomds$ Flidr z G v Kojeting, Martin Fof z MG
v Opaveé, Jiii Harvalik z G v Plzni, Mikulagské nam., Hynek Jakes ze SG
v Olomouci, Zdenék Pezlar z G v Brné, t¥. Kpt. JaroSe, Piotr Kulisz ze
ZSOT v Lublinci (Polsko), Adam Mendl z GPAC v Tabote, Ladislav Nagy
z Gv éesk;’rch Budgjovicich, Jirovcova, Michal Janik a Samuel Rosiar,
oba z GJK v Praze 6, Ondrej Trinkewitz z G a SPSE ve Frenstaté pod
Radhostém a Kristyna Zemene z G a ZUS ve glapanicich.

Uloha 270
Uvazujme &isla a = 2cos (n/7), b = 2cos (37/7) a ¢ = 2cos (57/7).
Dokazte, ze t¥i vyrazy a+b+c, 1/a+1/b+1/c, abe nabyvaji celo¢iselnych
hodnot.
Pavel Caldbek

A . . « v 3 5 .
Reseni. Podle Moivreovy véty pro ¢isla t € {Z, <, 27 } plati

(cost +isint)” = cos 7t + isin 7t = —1. (1)
Pro tato ¢isla ¢ je i redlna ¢ast vyrazu na levé strané rovna —1, uzitim
binomické véty tak dostaneme
—1=cos"t — 21 cos® tsin®t + 35cos’ tsin* t — 7costsin®t =
=cos't —21cos® t (1 — cos®t) +
+35cos?t (1 — cos®t)? — Tcost (1 — cos®t)® =
= 64cos’ t — 112cos® t 4+ 56 cos® t — T cost.
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Odtud plyne, Ze ¢isla z mnoziny {cos Z, cos 3Z, cos 2Z} jsou kofeny rovnice
) 7 70 7

64" — 1122° + 562° — T2 +1 = 0. (2)
7Z rozkladu
6427 — 11227 +562° — 7w + 1 = (z 4+ 1)((22)% — (22)> =2 (22) + 1)* (3)

Y v 3T —
a z faktu, Ze Cisla z mnoziny {cos Z, cos =&, cos —} {2, 5,5} jsou ziejmé
navzajem ruzna a navic jsou riznéa i od ¢isla —1, plyne, Ze ¢isla a, b, ¢ jsou

t¥i riizné kofeny kubické rovnice
v =y’ =2y +1=0. (4)
Uzitim Viétovych vztahii dostaneme
a+b+c=1, ab+bc+ca=-2 a abc=-1.

Ze druhé a treti rovnosti navic ziskame

1 1 1 ab+bc+cz 2
—_ —_ _—— = :2'
a * b + c abc -1
Protoa+b+c=1,1/a+1/b+1/c =2 a abc = —1, coZ jsou vesmeés
cela cisla.

Pozndmka 1. Rovnost (1) plati také pro ¢isla t € {77, 92, Lx 1373 pro-

70T
toze ze zndmych vzorci pro kosinus plyne

77r__ 971'_ 57r_ 5 117r_ 3T 137 __ LT
cos 7 1, cos = = cos = oS 3%, €os Ccos =%, cos 2 = oS T,
da se ocekéavat, Ze rovnice (2) bude mit kofen —1 a jeji zbyvajici kofeny
budou dvojnasobné, tedy se da oCekavat existence rozkladu (3) ve tvaru
souc¢inu x + 1 a druhé mocniny kubického &tyiclenu.

Pozndmka 2. V predloZeném feSeni se uvazuje realné ¢ast vyrazu (1). Po-
kud budeme uvazovat jeji imaginarni ¢ast, dojde ke komplikacim, které
vyzaduji podrobné&jsi diskusi. Imaginarni ¢ast levé strany vyrazu (1) je
rovna nule. Po vydélenim nenulovym ¢islem sin ¢ dostaneme podobné jako
v predloZeném feSeni rovnici

0 = 6425 — 80z + 2422 — 1 =
= ((22)% = (22)* — 2(22) + 1) ((22)* + (22)* — 2(2z) — 1),
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. . . % v 3m —
kterd mé nejen kofeny z mnoziny {cos I, cos 3%, cos 2} = {£, 2 £} ale téz

; . ) 2 i
(podobnou tivahou jako v pozndmce 1) z mnoziny {cos <, cos =, cos —} =
={-¢, -2 -2} Cisla z mnoziny {a, b, ¢, —a, —b, —c} jsou tak (navzajem

rizné) koreny rovnice

-y —2y+ 1) +y*—2y—1)=0.

Kazdy z ¢initelt na levé strané mé pravé tii kofeny z této mnoziny. Snadno
nahlédneme, Ze zadny z nich nemé jako své kofeny dvojici opacnych &isel.
Jelikoz koeficient u y je v obou ¢initelich zaporny, musi mit kazdy z ¢i-
niteld asponl jeden zaporny kofen. Jeden z ¢initelt tak ma dva kladné a
jeden zaporny kofen a druhy naopak jeden kladny a dva zadporné kofeny.
Uvahou o absolutnim ¢lenu zjistime, ze dva kladné a jeden zaporny koten
ma rovnice

v —y?—2y+1=0.
Protoze koeficient u 32 je —1, znamena to, Ze soucet téchto kofend je 1.
UZitim zfejmé nerovnosti 2 > a > 1,5 > —c > 1 > b > 0 zjistime, Ze miZe
mit jako kladné kofeny pouze a a b, a tedy zaporny koren c. Tim jsme
jinym zpusobem dokézali, Ze rovnice (4) na kofeny a, b, c.

Jiné feseni (podle Samuela Rosiara). UvaZzujeme komplexni ¢islo
_ e
U = COS % + 15l .

Potom

U~ = cos (fg) + isin (fg) =cos 7 —isin 7.

Plati tedy a = 2cos = = u + u~!. Podobné také odvodime b = u? + u =3

ac = u® 4+ u° Navic z Moivreovy véty dostaneme u” = u=" = —1 a

wlt = u~1* = 1. Plati tak

a+bt+ec=u+ut+ 3 +u 2+ P +u 0=
=u? (T4+u®+u' +ud +u® +u') =

12 2 14 2
T Bk T A Vi u”—1
=ut e mu e = () /s = 1,
1—u 1—wu 1—u
co? je celé &islo. Podobné uzitim identit u? = uu® =u® au™® = u®
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dostaneme
abe = (u+u ) (W +u3) (W’ +u) =
=Wt u + i Futu Fu T+ u? =
—u P14+ tutut+uP 14 =a+b+ec—2=—1,
coz je opét celé ¢islo. Konecné

1 1 1 ab + be + ca

+ b + c abc
= 7((u+u71)(u3+u73)+ (u+u"")(u’+u?) +(u3+u73)(u5+u75))
=2 (B Hul +ut 1wt S 8-

— WPl tu et =

D R P ekt . el A
1—u? 1—u? 1—u?
. —u_1+u3—u3—|—u_1 .
=2- 1—u? =2

coz je také celé ¢islo
Pozndmka 3. Reseni Zdenka Pezlara je smési predchazejicich dvou feseni.
Upravami podobnymi jako v tomto feseni ukézal, ze &isla ¢ = u 4+ u ™!,

b=u?+u"3ac=u®+u"? jsou kofeny rovnice (4) a dale pokracoval
stejné jako v prvnim reSeni.

Jiné resent (podle Piotra Kulisze). Ulohu lze také fesit uzitim fady soué-
tovych vzorct pro funkce sinus, kosinus a vztahy mezi nimi. Tyto vzorce

muzete nalézt v kazdém piehledu vlastnosti goniometrickych funkei. Jejich
uzitim plati

a+b+c:2cos$+2cos37”+2cos57”:

2sin§cos$—&—QSin%cos?’%—&—QSinEcosi”

3 s
sin =
s 2m s =21 s 4Am s —4m s 671
_sin 3 + (sin =" + sin 3F) + (sin =" + sin =F) _
1 us
sin =
gn 2T oin 27 4 gin AT _ qin 47 4 i 67 sin 8
sin = sin = 4+ sin - SN = 4+ sin 7 SIn =
= T T
sin = sin =
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coz je celé ¢islo. Dale mame

abc = 2cos T - 2cos 3Z - 2cos 2F = 8 cos I (— cos 4Z)(— cos ) =
2sm 7 COS % - COS 27” cos 47” 9. 2sin 2 = cos 27” cos 4;’
sin 7 sin 7
4m 4am 8 —gin &
2s1n Fcos sin 7 —sing 4
- ™ - E - . 1 - )
sin 7 sin Z sin Z

coz je opét celé ¢islo. Nyni

ab=2cos % 20053f—2(cos—+cos—)—2( cos 3F — cos 37,
be = 2cos 3 - 2cos 2 = 2 (cos =T + cos 8F) = 2(—cos T — cos T),
ca=2cos3F -2cos T =2 (cos & + cos ) =2 (—cos 2T — cos T).

Uzitim téchto vztahu a jiz vypoétenych
abc=-1, a+b+c=1
dostaneme

1 1 1 ab + be + ca
L 4 = — _agb—bc—ca=
a b ¢ abe

=2(cos 2T + cos 3Z) + 2 (cos 2 + cos ) + 2 (cos 2Z + cos Z) =
=2(2cos T +2cos 3T +2cos 3F) =2(a+b+c) =2,

2 Mz

coz je konecéné také celé ¢islo.

Spravna feSeni zaslali Lubomir Hajdanka z Michalovct, Anton Hndth
z Moravan, Jiii Harvalik z G v Plzni, Mikulasské nam., Hynek Jakes ze SG
v Olomouci, Zdenék Pezlar z G v Brné, t¥. Kpt. JaroSe, Piotr Kulisz ze
ZSOT v Lublinci (Polsko), Michal Janik a Samuel Rosiar, oba z GJK
v Praze 6,

Pavel Caldbek
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