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Neékolik informatickych hadanek
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Hadanky jsou jiz dlouho soucasti matematiky i informatiky. Nékteré
z nich se jiz stali soucasti folkloru dané oblasti, jiné se objevuji pfi pracov-
nich pohovorech (naptiklad v Google) ¢ v odbornych magazinech. Regenf
hédanek je pifijemnou zabavou, pii které 1ze dobfe procvicit mysleni, u hé-
danek informatickych mysleni algoritmické.

1. Joseftiv problém

Héadanka je inspirovana pithodou Josefa, starovékého zidovského his-
torika. Traduje se, Zze béhem zidovsko-fimskych valek bylo 41 Zidovskych
rebelil skryvajicich se v jeskyni obkliceno Fimskymi vojsky. Mezi rebely
byl i Josef. Rebelové se rozhodli, Ze uptfednostni sebevrazdu pied zajetim
a Ze se postavi do kruhu a budou zabijet kazdého t¥etiho zivého, dokud to
bude mozné. Josef byl jeden ze dvou prezivsich, dokazal si totiz spocitat,
kam se mé postavit.

Pro jednoduchost predpokladejme, Ze zaéneme s ¢isly 1, 2, ..., n vepsa-
nymi po obvodu kruhu, ptijdeme po sméru hodinovych ruc¢i¢ek a skrtneme
kazdé druhé ¢islo, na které narazime. Zfejmé nam na konci ztstane pouze
jedno ¢islo. Napftiklad, pokud n = 10, dostaneme nasledujici kruh:

10 1 2
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V prvnim kole 8krtneme postupné 2, 4, 6, 8, 10. V dal8im kole 3, 7
a nakonec 1, 9. Zustane ¢islo 5. Ukolem je navrhnout postup (idealné

vzorecek), ktery pro n vrati prezivsi &islo.

Reseni

Postup, ktery si ukdzeme, je zaloZen na nésledujicim pozorovani. Pokud
se podivame na ¢isla, ktera zistanou po prvnim kole, mizeme si vSimnout,
7e opét dostavame Josefuv problém, pouze je nutné provést , precislovani®.
Navic se poCet osob, pro které problém FeSime, zmensi (zhruba) na polo-
vinu. Mazeme tedy problém opakované zmensovat az do trivialni situace,
kdy zlistane pouze jedno ¢&islo. Ze zpiisobu precislovani pii kazdém zmen-
Sen{ pak odvodime, jaké to bylo ¢islo v prvnim kole.

Vysledek pro problém s n &isly oznadéime jako J(n). Pokud je n = 2k
pro néjaké k, zustanou po prvnim kole 1, 3, 5, 7, ..., 2k - 1, tj. k &isel.
Navic je mizeme pfevést na Josefuv problém piecislovinim. Podivame-li
se na nasledujici tabulku,

1357 ). |2w—1
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vidime, Ze ¢&fslo z dolnfho fadku pfevedeme na ¢&islo z hornitho fadku tak,
7e jej vynasobime dvéma a odefteme jednicku. MuZzeme psat

J(2k) = 2J(k) — 1. (1)

J(k) je ¢islo odpovidajicimu dolnimu fadku, pifedchozi vztah ho transfor-
muje do ¢islovani pro pivodni problém.

Je-li n = 2k + 1, pak po prvnim kole ziistanou osoby 3, 5, 7, 9, ...,
2k + 1. Po kratkém pohledu na tabulku

3|5 7)o .. |2k+1
1\2\3\4\”.\ k

vidime, Ze tentokrat ¢islo ze spodniho fadku prevedeme na ¢&islo z horntho
radku tak, ze jej vynésobime dvéma a pri¢teme jednicku. Muzeme tedy
psat

J(2k+ 1) =2J(k) + 1. (2)

Vztahy (1) a (2) stadi doplnit trividlnim J(1) = 1.
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Nyni musime pravidla pro preéislovani pii zmenSovani problému vyuzit
pro urceni primého vztahu pro prezivsiho ¢islo. Pro zac¢atek si spoctéme
prvnich par ¢isel do tabulky.

n\l\Q 3\4567\8910 11 12 13 14 15\
Jm)y|1|1 3[1 3 5 7|1 3 5 7 9 11 13 15|

Vidime, ze pokud je n osob mocninou dvou, ptezije vzdycky ¢islo 1. Ostatné,
1ze to vypozorovat i z odvozeni vztahu (1). Muzeme tedy psat J(2™) = 1.

Pokud n nenf roven mocniné dvou, vyjadiime jej jako n = 2™ + [, kde
m je nejveétsi ¢islo takové, ze 2™ < n. Na mocninu dvou se n zredukuje po
I skrtnutich. Prvni ¢&islo v pofadi za I-tym Skrtnutym je 21 + 1 (Skrtame
totiz kazdé druhé ¢islo). Zbyvajici ¢isla si nyni predstavime jako instanci
Josefova problému, kde je prvnim ¢islem pravé 2 4+ 1. Protoze pocet osob
je mocninou dvou, je 2 + 1 i prezivsim c¢islem. Plati tedy, ze

JE@™ 4+ 1) =20+ 1. (3)

Pokud chceme nalézt feSeni Josefova problému pro n, musime nalézt nej-
vétsi mocninu dvou mensi nez n a od n ji odec¢ist. Rozdil poté vynasobime
dvéma a pri¢teme k nému jednicku.

2. Rozpoznavani barev

Hadanka je z oblasti interaktivnich dokazovacich systému. K jejimu vy-
feSeni neni potieba hlubokych znalosti matematiky, postaci elementarni
znalost pravdépodobnosti.

Uvazujme dva kamarady, Alici a Boba. Alice je barvoslepa, Boba ma
ruznobarevné kulicky. Bob chce o tom, ze kulicky jsou skute¢né rtznoba-
revné, Alici presvédéit. Té ovSem, kvuli barvosleposti, kulicky pfipadaji
stejné. Ukolem je vymyslet scénaf, ve kterém figuruji jenom Alice, Bob,
kulicky a mince, a diky kterém Bob miuZe presvéd¢it Alici o ruznoba-
revnosti svych ponoZek s velkou jistotou. (Bob nemiZe Alici presveédéit
uplné, pravdépodobnost, ze Bob Alici 1Ze se ale da snizit na libovolné malé
(nenulové) &islo.)

Reseni

Bob da kuli¢ky Alici, Alice drzi kaZzdou kulicku v jedné ruce. Poté se
Bob oto¢i k Alici zady tak, aby na kulicky nevidél. Alice si hodi minci a
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pokud padne orel, tak kulicky prohodi (tj. kulicku, kterou drzi v levé ruce,
si d4 do pravé ruky a tu z pravé ruky bude drzet levou rukou). Bob se
otodi zpét a Alice se jej zepta, jestli kulicky prohodila. Pokud jsou kuli¢ky
skute¢né riznobarevné, Bob to pozné s pravdépodobnosti 1. Pokud nejsou
riznobarevné, Bob si pravdépodobnosti 1/2 spravny vysledek tipne. Pied-
chozi pokus lze opakovat, feknéme, ze jsme jej zopakovali n-krat. Pokud
nejsou nejsou ruznobarevné, je pravdépodobnost, Ze Bob odpovi n-krat
spravné pouhym tipovanim 1/2". Napiiklad pro n = 10 uZ je to méné
nez 1/1000. Pokud tedy Bob odpovi ve v8ech opakovéanich spravnég, jsou
kuli¢ky riznobarevné s pravdépodobnosti 1 — 1/2™.

3. Svoboda za minci

Vézni Alois a Bofivoj si zahraji se Zalainikem nésledujici hru. Zalarnik
pripravi S8achovnici o velikosti 8 x 8 poli¢ek. Na kazdé policko umisti minci,
nékteré z minci jsou obraceny nahoru orlem, jiné hlavou. Poté Zzalainik
zavola k Sachovnici Aloise (Bofivoj v ten moment Sachovnici nevidi) a
ukdZe na jednu minci na Sachovnici. Alois si poté také jednu minci na
Sachovnici vybere, obrati ji a odejde. Potom zavola Zalainik Bofivoje a
pozada ho, aby naSel minci, kterou zalainik Aloisovi. Pokud Bofivoj tuto
minci najde, jsou oba vézni propusténi. Vézni si mohou dopiedu pripravit
strategii, po zahajeni hry uz ovSem spolu nesmi komunikovat. Existuje
strategie, se kterou vézni vidy zvitézi?

Reseni

Bofivoj miZe poznat, kterou minci zalainik Aloisovi ukazal, pouze ze
situace na Sachovnici, napiiklad ze seznamu mist, na kterych je mince
otocené hlavou nahoru. Potfebujeme tedy néjakou funkci, ktera mnoziné
takovych mist prirfadi misto, které oznaéil zalainik. Aloisovou tlohou bude
otoc¢it minci na Sachovnici tak, aby funkce vratila spravné misto, Botivoj
ji pak spocita.

Ocislujme poli¢ka na Sachovnici ¢isly 0 az 63. Kazdé z téchto ¢isel mu-
Zeme reprezentovat pomoci fetézce 6 biti. Dale predpokladejme, Ze na
Sachovnici je n mist s minci oto¢enou hlavou nahoru. Bitové reprezentace
téchto mist oznac¢ime pomoci T; pro ¢ = 1,...,n. Jako J oznac¢ime bitovy
zapis mista, které vybral zalainik, a jako X bitovy zapis mista, na kterém
Alois oto¢i minci. Nage funkce je prostou @ operaci XOR aplikovanou po
bitech na mista, na kterych je hlava. Alois tedy musi nalézt hodnotu X

302 Matematika — fyzika — informatika 30 (4) 2021



Vv rovnici

(MoThd T, X =J
Reéenimje

X=Meoehe -aT, s

Pokud je na misté X pred oto¢enim mince orel, protokol je zfejmé spravné.
Pokud je ovSem na tomto misté pfed oto¢enim mince hlava, mohlo by se
zdat ze predchozi trik nefunguje. Uvedomime-li si vSak, Ze v tomto piipadé
mame X = T; pro néjaké i a navic pro libovolny bitovy fetézec S plati
S @S =0, pak vidime, ze

J:(Tl@"'@Ti@"'@Tn)@Ti:

a Bofivoj spocita spravnou pozici.

4. Inspekce Cerpacich stanic

Inspektor chce navstivit benzinky, které jsou rovnomérné rozmistény
na useku silnice. O¢islujme si je 1, 2, ..., n. Inspektor za¢ina na benzince
1, u benzinky 2 az n — 1 musi vSechny navstivit stejnékrat, a benzinky
1 a n musi navstivit nejméné dvakrat. Neni uréeno, na které benzince
méa inspektor cestu zakoncit. V jakém pofadi musi inspektor benzinky
navstivit, aby urazil nejkratsi vzdalenost a proc¢?

Regeni

Ulohu si miizeme zjednodusit a pievést do grafové podoby. Protoze mi-
nimalizujeme vzdalenost, kterou inspektor urazi, mizeme predpokladat,
ze kdyz jede okolo né&jaké benzinky, tak ji i navstivi. Tim padem hledame
nejkratsi sled zac¢inajici v uzlu 1, ktery navstivi uzly 1 a n nejméné dvakréat,
v nasledujicim grafu:

Délku nejkratsiho sledu muzeme zespodu omezit nasledovné. Protoze
mame navstivit uzel n dvakrat, musime i uzel n — 1 navstivit minimalné
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dvakrat. Podobné odvodime, Ze i ostatni uzly musime navstivit minimalné
dvakrat, dohromady je to 2n navstév. Pri kazdé navstéve uzlu, mimo prvni
navstévy uzly 1, ve kterém za¢indme, musime piejit po hrané ze sousedniho
uzlu, tj. dohromady piejdeme pies 2n — 1 hran.

Lze tohoto minima dosahnout? Pokud je n sudé, pak ano. Mizeme uzly
projit v poradi

1,2,1,2,3,4,3,4,...,

tak jako na na nésledujicim obrazku.

1= — 3

Pokud je oviem n liché, pak minima dosdhnout nemutzeme. Plati totiz
nésledujici tvrzeni:
Pokud je n liché, neexistuje sled, ve kterém bychom navstivili kaZdy z me-
zilehlych uzld 2, ... ,n — 1 prdvé dvakrdt.

Tvrzeni dokdZzeme indukci. Pro n = 3 (kde 2 je jediny mezilehly uzel)
tvrzeni plati. Pfedpoklddejme tedy, Ze plati pro liché n > 3. Pokud by
tvrzeni neplatilo pro n + 2, museli bychom uzel n 4+ 1 navstivit dvakrat a

sled bychom museli zakonéit ..., n+ 1,n+2,n+ 1,n + 2, a Zddny z uzli
n+1,n+2 predtim nenavstivit. Pak by ovSsem ptedchozi segment sledu, ve
kterém jsme navstivili uzly 1,...,n, byl legitimnim sledem odpovidajicim

zadani pro n uzli. To je ale spor s indukénim pfedpokladem.
Pro liché n je tak optimalnim sledem

L,2,....n—1,n,n—1,...,2,1,2,....n—1,n.

5. Nakazena Sachovnice

Predstavme si, Ze na zobecnéné Sachovnici, kterd ma stranu dlouhou n
policek, se mohou jednotliva policka nakazit virem. Z nakaZzeného policka
virus nikdy nezmizi. Do nenakaZeného policka se rozsiti v piipadé, ze ale-
sponn dvé jeho sousedni policka jsou nakazena. UvaZzujeme piitom pouze
horizontalni a vertikalni sousedy. Jaky je minimélni pocet policek, ktera
musime na za¢atku nakazit, aby se nakaza rozsitila na celou Sachovnici?

ReSeni
Po chvilce experimentovani zjistime, Ze lze najit n policek, ze kterych

se ndkaza spésné rozsiti. Mizeme vybrat napiiklad diagonalu. Viz néasle-
dujici pfiklad na Sachovnici se stranou dlouhou 4 policka.
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Zbyva ovéfit, Ze na zacatku nelze vybrat méné nez n policek. K tomu
postaci nasledujici ivaha. Zméfime obvod souvislych nakazenych oblasti,
za jednotku zvolime hranu jednoho policka. Podivame-li se na pfedchozi
obrazky, tento obvod je u vSech 4 Sachovnic vzdy 16 hran. To neni nadhoda.
Nakazime-li totiz nenakazené policko, obvod nakazené ¢asti se nemuze zvét-
sit. Nakazenim vzdy z obvodu odebereme nejméné dvé hrany (hrany mezi
nenakaZenym poli¢kem a jeho nakaZenymi sousedy) a pfidame maximalné
dvé hrany (hrany mezi nenakaZenym politkem a jeho nenakaZenymi sou-
sedy). Viz piiklady na nasledujicim obrazku.

0 C

L JH
ah

Na konci ma nakazend Cast obvod 4n hran, na zac¢atku tedy musime
nakazit minimalné n policek.

Poznamka. Prvni hadanka je pfevzata z knihy [1]. Druhd hadanka je
variaci na interaktivni protokol pro grafovy izomorfismus. Zbylé hadanky
jsou pievzaty z knihy [2].
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