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1. Uvod

Soucasné pojeti matematiky na stfedni Skole je ovlivnéno pristupem,
ktery by se dal nazvat pfistupem ,strukturalnim®. Dil¢i oblasti matema-
tiky jsou predstavovany jako struktury, které maji vlastni obsah a dispo-
nuji uré¢itym okruhem tloh a metod jejich feseni. Stejné probiha i vyuka
geometrie v oblastech planimetrie, stereometrie, goniometrie a analyticka
geometrie.

To prinasi bezesporu své vyhody, méa to vSak i urcéity nedostatek. Mate-
matiku bychom neméli vnimat jako studium dil¢ich matematickych struk-
tur, ale spise jako nastroj k feseni problému. Neni z hlediska kvalitniho
matematického vzdélavani dobré, aby metoda feseni tlohy byla a priori
urcena tim, v které kapitole uciva se nachazi. To ostatné ukazala i ziva
diskuse nad podobou téz8i verze maturitniho testu z matematiky v roce
2012. Vhodnéjsi by bylo snazit se koncipovat skolskou matematiku problé-
moveé. To ovSem nevylucuje nutnost probirat teoretické tiseky matematiky
vcetné dil¢ich metod feseni typovych tloh, protoZze pouze jejich kvalitni
zvladnuti je pfedpokladem tspésného uplatnéni pfi feseni problému.

Predstaveni matematiky jako nastroje k feSeni problému je mozné i za
soucasného stavu. V pfipadé geometrie nesta¢i pouze tlohu jednim zpu-
sobem vyTesit. Je tfeba snazit se tlohu feSit riznymi zpusoby, hledat
inspiraci z jednoho pfistupu k feseni tllohy k fesenim dalsim, spojovat po-
Cetni fesSeni s pristupy konstruktivnimi, hledat feseni jednodussi a vSimat
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si podnétu, které prinasi tloha k dal$imu rozvinuti problému, pfipadné
k obohaceni teorie.

2. Formulace problému

Ucitel matematiky, ktery by uplatioval tento piistup, musi pochopi-
telné disponovat souborem vhodnych problému. V dalsim textu to uka-
Zeme na jedné vybrané tloze.

Uloha 1

V trojahelniku ABC plati (pfi obvyklém oznaceni délek jeho stran
a velikost{ vnitinich thld) o = 26. Vyjddiete délku strany a pomoci délek
stran b, c!.

Proni teseni ulohy 1. Predpokladejme, Ze trojuhelnik danych vlastnosti
existuje. Podle sinové véty plati

sina25 = B’ odtud plyne a = 2bcosf3, tj. cosf = 2%. (1)

Podle kosinové véty miuzeme psat:
a® = b+ % — 2bccos 2B, tj. a® =b* +c* —2bc(2cos’ B —1)  (2)

Dosadime ze vztahu (1) do (2), obdrzime po tpravé

a=+/bb+c). (3)

Reseni této tilohy nam nabizi vhodny prostor pro procvi¢eni a propo-
jeni zakladnich vét trigonometrie a goniometrickych vztahti. Nemusime
se vSak omezit pouze na budovani diléi oblasti matematiky (v tomto pfi-
padé goniometrie). Tvar vysledku nés miize podnitit k formulaci dalsiho
problému. Vztah (3) je moZno vyuzit mj. k sestrojeni délky strany a uva-
zovaného trojihelniku ABC pomoci délek jeho stran b a c.

Uloha 2

Sestrojte trojuhelnik ABC, jsou-li dany délky jeho stran b a c a je-li
velikost jeho vnitfniho thlu « dvojnasobkem velikosti vnitfniho dhlu g
tohoto trojuhelniku.

Lvizg [1], str. 157, tloha ¢&. 64.
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Tato uloha nezapada do bézného ramce konstruktivnich tloh o troj-
thelniku, které jsou studenti zvykli fesit — predstavuje pro né problém.
Pokud jsou navic navykli zafadit si llohu do urcité oblasti matematiky
(v tomto piipadé planimetrie), navaddi je zadéni ke snaze nalézt FeSeni
metodami ,syntetické geometrie”. Tak se mtize stat tloha pro fadu z nich
nefesitelnou. Pokud vsak pfekroéime (mozné umélé) hranice mezi struk-
turami diléich poznatkt a metod, oteviou se nadm moznosti, které nas
dovedou k zajimavym fesenim této ulohy.

3. Vyuziti pocetniho feSeni tlohy 2

Proni resent ulohy 2 — na zakladé vyuziti Eukleidovy véty o odvésné
(obr. 1).

Obr. 1

Miuzeme tak dospét k nésledujici konstrukci (obr. 2).

Obr. 2
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Sestrojime tse¢ku AB o délce ¢ a na polopfimce BA bod E ve vzda-
lenosti b od bodu B. Dale sestrojime na polopfimce opa¢né k polopfimce
AB bod D ve vzdalenosti b od bodu A. Sestrojime kruznici k£ nad primé-
rem DB a v bodé F vzty¢ime kolmici e k pfimce AB. Prusecik primky
e a kruznice k oznacime F. Zfejmé |BF| = a. Konstrukce trojihelniku
ABC je dale jiz ziejma.

Druhé tesent ulohy 2. S ohledem na vztah (1) mtzeme tsecku o délce a
chapat jako stfedni geometrickou timérnou usecek o délkach b a b + c.
Jeji urceni neni nutné postaveno na uziti Eukleidovych vét. Upravime-li
vztah (3), dostaneme

9 9 02 c2
—b b:(b 7) .
a + bc +2 9

Usecku o délce a miizeme tedy sestrojit jako odvésnu pravotihlého troja-
helniku o druhé odvésné délky § a preponé velikosti (b + §). To nas vede
k nasledujici konstrukei (obr. 3).
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Obr. 3

Sestrojime tisecku AB o délce c a jeji stfed C’. Na polopfimce opacéné
k polopfimce AB sestrojime bod D ve vzdélenosti b od A. V bodé B
vztyéime kolmici e k pfimce AB. Sestrojime kruZnici k se stfedem C’,
kterd prochazi bodem D. Oznac¢ime E prisecik pfimky e a kruznice k.
Protoze |C'E| = b+ § a |BC'| = §, zjevné plati |[BE| = a. Konstrukce
trojuhelniku ABC' je jiz zfejma.
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Treti 7eSent ulohy 2 je opét postaveno na Upravach vztahu (3). Plati

2 2
@2 = b2 4 be = (b—;—c) +b2_(6;b) .

Oznac¢me déle

b+ec 2 c—

(za pfedpokladu, ze vyraz pod druhou z odmocnin je kladny). Vidime, ze
délku strany a muzeme sestrojit jako pfeponu pravouihlého trojuhelniku
o odvésnach délek x a y. Uvazujme tsecku AB o délce ¢ a bod D na
opacné poloptfimce k poloptimce AB ve vzdalenosti b od bodu A. Stied
usecky BD oznacime S. Na ose usecky BD lezi bod E ve vzdalenosti b
od bodu A (obr. 4).
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C
Obr. 4

Plati |SB| = (b4 ¢)/2 = =, |[AS| = |c— (b+ ¢)/2| = |(c — b)/2|.
Protoze |AE| = b, je |SE| = y (bod E tedy existuje, je-li splnén vyse
uvedeny predpoklad), a protoze |SB| = z, je | BE| = a. Vzhledem k tomu,
ze |AE| = b a |BE| = a, je bod E totozny s vrcholem C' hledaného
trojuhelniku ABC'. Odtud jiz plyne jednoduché feseni tlohy 2

4. Ryze synteticka resSeni ulohy 2

Cturté vesent tlohy 2. Zde si miZzeme vSimnout, Ze spoleénym rysem
vSech tii feSeni je uziti tsecky BD o velikosti b + ¢. Vyuzijme ji pfi roz-
boru ulohy 2. Predpoklddejme, Ze hledany trojuhelnik ABC existuje. Na
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piimce AB uré¢ime bod D podobné jako v pfedchozich tivahéch (obr. 5).
Trojihelnik AC'D je rovnoramenny se zédkladnou C'D. Vnitini thly troj-
uhelnika AC'D pii vrcholu C' a D jsou shodné a soucet jejich velikosti
je roven velikosti vnéjsiho thlu trojihelnika AC'D pfi vrcholu A, tj. 25.
Odtud vidime, ze thel C DA ma velikost 5 a je tak shodny s thlem ABC.
Trojihelnik BCD je tudiz rovnoramenny se zdkladnou BD. Proto bod
C lezi na ose tsecky BD. Odtud plynouci konstruktivni feseni ulohy 2 je
ziejmé.

2B
B B B
D A B

Obr. 5

Pdté resent ulohy 2. Pfedpokladejme, Ze hledany trojuhelnik ABC exis-
tuje. Obraz bodu C' v osové soumérnosti podle osy tsecky AB ozna¢ime D
(obr. 6). Je-li b = ¢, je &tyithelnik ABCD étverec. Potom je ABC pravo-
uhly rovnoramenny trojuhelnik se shodnymi odvésnami AB a AC délky b
a jeho konstrukce je ziejma.

C D ] —C
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A B’ B A B’ B
Obr. 6 Obr. 7

Pokud je b # ¢, je ¢tyfuhelnik ABDC rovnoramenny lichobéznik,
jehoz thlopticky jsou zaroven osami jeho vnittnich thld pfi vrcholech
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A a B. Protoze jsou uhly BAD a ADC shodné, jsou shodné i thly
CAD a ADC. Trojuhelnik ACD je proto rovnoramenny se zakladnou
AD a tsecky AC a CD jsou shodné. Uloha 2 pak souvisi s elementarni
tlohou, kdy mame sestrojit lichobéznik, u néhoz zname délky vsech ctyt
stran (JAB| = ¢, |BD| = |CD| = |AC| = b). Proto obrazek doplnime
o kosoc¢tverec B'BDC.

Tyto Gvahy nas opraviuji ke konstrukei trojahelniku ABC), je-li b # ¢
(obr. 7). Sestrojime tiseCku AB o délce c. Na polopfimce BA sestrojime
bod B’ ve vzdalenosti b od bodu B. Sestrojime kruznice k, resp. I, se
stfedy A, resp. B’ a polomérech b. Jejich priisec¢ikem je vrchol C' hledaného
trojuhelniku ABC'.

5. Analytické feseni ulohy 2

Sesté teseni tilohy 2. Pfedpokladejme, Ze existuje trojuhelnik ABC,
ktery vyhovuje podminkam tlohy 2. Zvolime kartézskou soustavu sourad-
nic tak, Ze bod A lezi v jejim pocdatku a bod B lezi v kladné ¢asti osy .
Potom pro soufadnice bodu plati: A[0;0], Blc; 0], soufadnice hledaného
bodu C' oznaéime ¢ a j, tj. C[i, j] (obr. 8).

y

C

YD B x
A N 'B
Obr. 8
Pak plati

cosa = ! cos B = e

b’ (c—i)2+ 52

Protoze cos? 8 = (1 + cosa)/2 a i? + j2 = b%, mtizeme psat

(c—i)>  b+i
2 —2ci+b2 20
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Odtud vyplyva
2i% — (b + )i+ b(c — b) = 0.

Pro kofeny této rovnice plati

b+ct/(b+c)2—8b(c—b) b+ ct9b2 —6bc+ 2
4 B 4 '

112 =

Bez ohledu na znaménko vyrazu 3b — ¢ je hledana 1. soufadnice rovna
nékterému z téchto dvou (ne nutné rtznych) ¢isel
b b— b —(3b— —-b
izwzb nebo i— ¢ 4(3 %) :C2 ,

Protoze j # 0 a dale i? + 52 = b2, musi byt |i| < b. Proto je

Bod C tak lezi na pfimce o rovnici x = %(c —b). Ta je kolm4 k piimce
AB (ose z) a protind ji v bodé S o soufadnicich [%(c —b),0]. Konstrukce
trojuhelnika ABC' je déle jiz ziejma.

Odtud je patrné, e tento (v podstaté) mechanicky vypocet odkryl fe-
Seni, ke némuz bychom jinak potfebovali jisty napad a davku geometrické
predstavivosti (viz 4. a 5. TeSeni této tlohy). V tom lze spatfovat velkou
silu snahy nalézt feSeni konstruktivni tlohy uzitim jistého kalkulu tak, jak

vvvvvv

6. Zavér

Zavér plynouci z vyse uvedenych uvah a feSeni by mohl byt nésledujici.
Pokud zatadime piislusnou tlohu do urcité oblasti matematiky (v nasem
pfipadé do trigonometrie, planimetrie, analytickd geometrie ...), muZe
se stat, Ze si uzavirame cestu k jinym oblastem matematiky, které nam
nabizeji podstatné jednodussi feseni. A to plati i o feSeni ulohy 1. Vztah
mezi feSenimi loh 1 a 2 neni totiz pouze jednostranny ve smyslu, zZe
feseni tllohy 1 mtze pomoci pii Feseni lohy 2. Myslenky vedouci k Feseni
tlohy 2 metodami syntetické geometrie mohou také pomoci pfi nalezeni
elegantniho feSeni alohy 1.

Druhé fesend ulohy 1. Uvazujme &tvrté YeSeni tlohy 2 (obr. 5). Z toho,
co bylo vyse uvedeno, je navic patrné, ze jsou trojuhelniky DBC a DC A
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podobné. Proto plati

|DC|  |DB]
|DA| — |DC|’

Odtud
a=+/b(b+c).

Konecné jsme zcela pominuli dalsi souvislosti fesené tlohy. Napf. rovno-
ramenny trojuhelnik ABC, ve kterém plati: « = 23, je ¢asti pravidelného
pétithelniku (viz obr. 9). Existuje zde tudiz i zfejmé souvislost se zlatgm
Tezem (pomérem).

C

Obr. 9
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