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Nekonecnou aritmeticko-geometrickou fadou nazyvame fadu
arby + agbs + ... +apby + ...,

jejiz ¢len aby je pro vSechna prirozend ¢isla k soucinem k-tého ¢lenu arit-
metické posloupnosti aq,as,...,ak, ...a k-tého ¢lenu posloupnosti geo-
metrické by,ba, ..., bk, ...

Jestlize aritmeticka posloupnost méa diferenci d a kvocient posloupnosti
geometrické je q, pro k-ty ¢len aritmeticko-geometrické rady plati

arby, = <a1 + (IH)d) big* L.
Abychom odvodili soucet s této nekonecéné rady, ur¢ime nejprve soucet s,

jejich prvnich n ¢leni, a to pro q # 1:
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= q¢" —(n—1)¢" —q¢"(n—-1),
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odtud (za pfedpokladu ¢ # 1) vypocéteme

q(-¢™ "
(1—q?

Pro soucet s, prvnich n ¢leni aritmeticko-geometrické fady tak dosté-
vame:

sn=a1b1(1—¢")/(1—q) +bidlg(1 —¢" 1) /(1 —q)* —¢"(n—1)/(1 —q)].

S = (n—1)/(1-q)

Soucet dané nekonecné fady ziskdme tak, ze uréime limitu s,, pro n jdouci
do nekonecna:

lim s, = [a1b1/(1 — q)] nli—>Holo(1 —q") + [brdg/(1 — q)Q] nli—>Holo(1 Y-

n—oo

—[brd/(1 = g)] lim (ng" —g").
Vzhledem k tomu, Ze pro |g| < 1 plati jednak li_>m q" = 0 (viz napt. [1]),
jednak li_}rn ng"™ = 0 (viz zavér tohoto ¢lanku), plati za predpokladu

lgl <1
= Jim s, = b /(L) + bda/ (1 )

Odvodili jsme tak nasledujici vysledek:

Véta 1

Pro soucet s nekonecné aritmeticko-geometrické fady a1b1 +asbo+. ..+
+agbi + ... utvofené ze ¢lent posloupnosti aritmetické (s prvnim ¢lenem
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a1 a diferenci d) a geometrické (s prvnim ¢lenem b; a kvocientem ¢, kde
lg| < 1), plati

s = a1b1 /(1 —q) + bidg/(1 — q)*.

Jak jsme slibili vySe, ukdzeme nyni, Ze pro |¢| < 1 je lim ng™ = 0. Za
n—oo

timto Gcelem dokazeme nejprve vétu:

Véta 2

Pro kazdou posloupnost (a,,) plati: Jestlize lim |a,y1/an| < 1, potom
n— 00

lim a, =0.
n—roo

Z predpokladu, ze plati negace této véty, odvodime spor. Necht tedy
existuje posloupnost (a,), vniz lim |ap4+1/an| < 1azaroven lim a, # 0.
n—oo n—oo
Protoze lim a, # 0, je i lim |a,| # 0, takZe lze pouzit vétu o podilu
1' 't n—oo n—oo
imi

nh_{I;O |ant1/an| = T}i_>néo<‘an+1|/|an|) = nh_)ngo |an+1|/nh_>ngo |-

Protoze vSak lim,,—, oo |an+1| = limy,— o0 |anl, je limy,— oo |@n+1 |/ limy, — 00
|an| = 1, coZ je ve sporu s tim, Ze tato limita je podle pfedpokladu mensi
nez jedna; tim je dand véta dokdzana. Jejim uzitim snadno dokazeme, Ze
pro vSechna |¢| < 1 je lim ng" = 0.

n—roo

Protoze pro ¢ = 0 véta plati, budeme pfedpoklddat, ze je |¢| < 1

a q # 0. Dostaneme tak

Jim |(n+1)¢" " /ng"| = lg(n+1)/n| = lim |g(n+1)/n| =g <1,

coz podle vyse uvedené véty znamena, ze lim ng™ = 0.
n—oo

Autor doufd, ze vySe uvedené fadky poslouzi k tomu, aby se nadani
studenti dovédéli z matematiky vice, nez je na stfedni skole bézné.
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