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Rozvoj novych technologii ovliviiuje zptisob vyuky matematiky na Sko-
lach rtznych typa a trovni. Matematicky software jako napf. systémy
dynamické geometrie (DGS) a systémy pocitacové algebry (CAS) velmi
vyznamné zasahuje, kromé jiného, do problematiky dokazovani matema-
tickych vét. Pomoci DGS miuZeme provadét verifikaci a vizualizaci geo-
metrickych tvrzeni. Jedna se o diikazové metody, které jsou zalozené na
numerickych vypoctech, a které ve své podstaté ani matematickymi da-
kazy nejsou. Nicméné se ukazuje jejich uzite¢nost zejména ve vyuce mate-
matiky. Naproti tomu pomoci CAS, které jsou zalozeny na symbolickych
vypoctech, jsme schopni provadét exaktni matematické dikazy.

V tomto prispévku ukazeme nékolik zptisobt dokazovani znamé Weit-
zenbockovy nerovnosti — od verifikace v DGS, poéita¢ového a klasického
dikazu, po vizualni dikaz. Obzvlasté vizualni dikaz je pak velmi efektni.

Véta 1 (Weitzenbsckova nerovnost [7])

Je dan trojuhelnik ABC se stranami délek a,b,c o obsahu P. Potom
plati
P+ +F — 4/3P>0, (1)

pri¢emz rovnost plati, pravé kdyz ABC' je rovnostranny trojuhelnik.
V pfispévku uvedeme nasledujici éty¥i riizné dukazy (ovéfeni) vyse uve-
dené nerovnosti:

a) Verifikace pomoci dynamického softwaru,

)
b) Automaticky (pocitacovy) diukaz,
¢) Klasicky dikaz,

)

d) Vizualni dukaz.
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ad a) Verifikace pomoci dynamického softwaru se provadi tak, Zze trojihel-
nik ABC nakresime napt. v programu GeoGebra a vyjadiime hodnotu
levé strany nerovnosti (1), (obr. 1). Ménime-li tvar trojihelniku ABC,
hodnota levé strany (1) zlistava stale nezadporna.

Je zfejmé, Ze tuto metodu nelze brat jako matematicky dikaz, i kdyz
Ize Fici, ze s vysokou pravdépodobnosti tvrzeni plati. Pro préaci se
studenty ma vsak tato metoda kromé jiného predevsim motivacéni

vyznam.
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Obr. 1 Verifikace v DGS

ad b) Automaticky (poéitacovy) dikaz spo¢iva v analytickém vyjadfeni levé
strany (1) ve tvaru polynomu a jeho nasledné tipravé na takovy tvar,
ze néhoz je zrejmé jeho nezapornost.

Nejprve zavedeme kartézskou soustavu souradnic tak, ze vrcholy troj-
thelniku ABC' maji soufadnice A = [0,0], B = [¢,0], C = [u,v]
(obr. 2). Déle vyjadiime délky stran a,b :

a=|BC|= (u—c)?+v2—a%=0,
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b=I|CA| = u?+v*-b*>=0.

Pro obsah P trojahelniku ABC' pak plati P — %cv =0.

C=[u,v]

A=[0,0] ¢ B=[c,0]
Obr. 2 Automaticky dukaz — zavedeni soustavy soufadnic

Nyni vyjadiime levou stranu nerovnosti (1) pomoci shora uvedengch
vztaht. Plati

A2+ 02+ —4V3P = (u—c)? + 02 +u? + 0?4+ 2 — 2V3c.
Nasledujici tpravou

2 3\ 2
@it -aip—2(u- ) 12(0- 2)
vyjaddfime nerovnost (1) na tvar, z néhoz evidentné plyne dokazovana

nerovnost. Rovnost zde nastavé, pravé kdyz plati u = ¢/2 a soucasné
v = cV/3/2, tj. pravé kdyz trojuhelnik ABC' je rovnostranny.

V obecném pripadé je ,pocetni“ vyjadifeni polynomu na levé strané
nerovnosti ve tvaru sou¢tu druhych mocnin — podobné jako v pii-
padé (2) — prakticky nemozné. Proto hovofime o automatickém nebo
téz pocitacovém diikazu. Rozklad na soucet druhych mocnin provede
poditaé (je-li to mozné) za nds, viz napft. [4], [5].
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Klasicky dikaz nerovnosti (1), ktery zde uvadime, je zaloZen na ne-
rovnosti mezi aritmetickjcm a geometrickym primeérem (tzv. AG-
nerovnost) a na znamé Cauchy—Schwarzové nerovnosti.

Nejprve upravime (1) s pouzitim Heronova vzorce na ekvivalentni tvar
(@®>+ 0>+ > 3a+b+e)(—atbte)a—b+e)atb—c). (3)

Nerovnost (1) budeme dokazovat ve tvaru (3).
Uziti AG nerovnosti dava

3(a+b+c)(—a+b+c)a—b+c)(a+b—c) < —(a+b+c)(a+b+c)?

3
27
a tedy

(a+b+c)*

3la+b+c)(—a+b+c)la—b+c)a+b—c) < 9

Uzitim Cauchy—Schwarzovy nerovnosti pak dikaz dokonc¢ime

(at+b+o? ((a +b+ c)2>2 - (3(@2 +b%+ 02)>2 (PP
9 3 3
(4)
Rovnost v (1) plati, pravé kdyz nastédne rovnost v (3) a (4). Takova
situace nastane, praveé kdyz a = b = ¢, tj. pravé kdyz je trojuhelnik
ABC rovnostranny.

Vizudlni dikaz spoc¢iva ve vhodném geometrickém znazornéni nerov-
nosti (1), z néhoz plyne bezprostiedné jeji diikaz. Takové typy di-
kazli jsou znamy napf. z publikace [3]. Pro diikaz nasi nerovnosti je
klicové nésledujici vyjadieni nerovnosti (1) ve tvaru souctu obsahi
rovnostrannych trojahelniki, které jsou vné sestrojeny nad stranami
trojuhelniku ABC, pfiemz budeme dokazovat ekvivalenti variantu
dané nerovnosti, viz nasledujici vztah.

2 b2 2
224\/§P@a\/§+ \/§+C\/§

2 2
b
bt 1 1 1

> 3P.
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Rozdélime-li trojuhelnik ABC na t¥i ¢asti s pomoci jeho Fermatova
bodu? F. S ptihlédnutim k rozdéleni trojthelniku ABC pomoci bodu
F a rovnéz vné pripsanych rovnostrannych trojihelniki, dostaneme
(obr. 3). Ménime-li tvar trojihelniku ABC, je soucet obsahi rov-
nostrannych trojuhelnika sestrojenych nad jeho stranami vétsi nebo
roven 3P.  Mezery“ ve tvaru rovnostrannych trojuhelnikd ,zmizi“
pouze v piipadé, kdyz je trojuhelnik ABC rovnostranny, viz [1], [2].
Na adresach [1] nebo [2] lze nalézt obr. 3 v interaktivni podobé.

Obr. 3 Vizualni dtikaz nerovnosti a2 + b2 + ¢2 > 4v/3P

Pokud je trojuhelnik ABC tupotihly s tthlem vétsim nebo rovnym 120°,
obr. 3 situaci nefesi. Skute¢né, oznacime-li obsahy rovnostrannych troj-
uhelniki nad stranami a, b, ¢ trojuhelniku ABC' postupné P,, P, a P,
potom

P,+P,+P. > P. > 3P.

Nerovnost (1) je pro n = 3 speciadlnim pfipadem nésledujici nerovnosti,
ktera nalezi do tridy tzv. nerovnosti izoperimetrického typu.

2Fermattv bod je takovy bod, z néhoz vidime vSechny t¥i strany trojthelniku ABC
pod thlem velikost 120°.
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Obr. 4 Vizualni dukaz (1) je-li jeden tithel vétsi nebo roven 120°

Véta 2

V roviné je dan n-thelnik Aq, Ao, ..., A, se stranami délek ay, as, ..., a,
o obsahu P. Potom plati

al+aj+...+a 24tg%P (5)

s rovnosti pro pravidelny n-tthelnik.

Pro n = 4 ma nerovnost (5) nasledujici tvar

Véta 3

V roviné je dan ¢&tyiuhelnik ABCD o stranach délek a,b,c,d o ob-
sahu P. Potom plati

a>+ v+ +d>—4P > 0, (6)
pfi¢emz rovnost nastane, pravé kdyz ¢tyitahelnik ABCD je ¢tverec.

Pfi dtikazu nerovnosti (6) mtzeme postupovat stejné jako v piipadé
trojahelniku, kdy provedeme verifikaci v DGS, automaticky dikaz, kla-
sicky dukaz a koncené i dikaz vizualni. Verifikaci v DGS a klasicky dikaz
nebudeme uvadeét, ¢tenar si je snadno provede sdm. Zde uvedeme pouze
automaticky a vizualni dukaz.

Automaticky dikaz. Zavedeme pravouhlou soustavu soufadnic tak, Ze vr-
choly ¢tyfuhelniku ABC'D maji soufadnice A = [0,0], B = [a,0], C =
= [u,v], D = [w, z],
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A=[0,0] a B=[a,0]

Obr. 5 Automaticky dukaz, pfipad n = 4

b=|BC|= (u—a)*+v?—b* =0,
c=10D| = (w—-u)?+(z —v)2 -2 =0,
d=|DA| = w? + 2% —d*> = 0.

Pro obsah P ¢tyfthelniku ABCD déle plati P — 1(—va + vw — zu) =0,

jak lze snadno odvodit, rozdélime-li ¢tyfthelnik ABC D na dva pravouhlé
trojahelniky a lichobéznik, viz napf. obr. 5 nebo (pro pokrodilejsi) obsah
P ziskdme jako soucet obsahti trojuhelnikit ABC a AC'D pomoci determi-
nantii. PfepiSeme-li levou stranu nerovnosti (6) pomoci shora uvedenych
vztahti, dostaneme rovnost

>+ 0+ +d? —4P = (7)
=a’+(u—a)? +02+ (w—u)?+ (z —v)? +w? + 22 + 2(—va + vw — zu),
kterou lze zapsat jako soucet druhych mocnic néasledujicim zptsobem

a>+ 0+ +d>—4P = (8)

=(u—w—a)?+@w—-—a+w’+(z—-v)?+(z—u)

Z vyjadieni (8) plyne nerovnost (6).> Rovnost zde nastava, pravé kdyz
soucasné plati

u—w—a=0,v—a+w=0 2—v=0, z—u=0.

Odtud v =v = z a w = 0, tj. pravé kdyz ¢tyiruhelnik ABCD je Ctverec.

3Diikaz o nezapornosti pravé strany v rovnosti (7) dostaneme také pomoci programu
tsds [8].
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Vizudlni dikaz vyzaduje vice tviréi invence. Je uveden napt. v [6] a je (po-
dobné jako v ptipadé trojihelnika) velmi presvédéivy. Ctyithelnik ABC D
rozdélime na Ctyfi ¢asti, viz obr. 5. Soucet obsahu étvercu sestrojenych
nad stranami ¢tyfuhelniku ABCD je vzdy vétsi nebo roven 4P. ,Me-
zery“ ve tvaru ¢tvercu ,zmizi“, pravé kdyz ABCD je ¢tverec, tj. pravé
kdyz v (6) nastéava rovnost.

Obr. 6 Vizualni dikaz nerovnosti a? + b2 + ¢? + d? > 4P

Pro pripady, kdy n > 5, je mozno zkonstruovat vizualni dtikaz jen pro
nékteré specidlni typy n-thelnikd. Napf. pro pétithelnik, v némz existuje
bod, z néhoz vidime kazdou jeho stranu pod thlem 72° lze vizualni dukaz,
analogicky piipadtim n = 3;4, provést. Konstrukce vizualnich dikazi pro
libovolné n-thelniky pro n > 5 vSak neni znama.
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Zajimavé matematické tilohy

Pokracujeme v uvefejnovani tloh tradi¢ni rubriky Zajimavé matema-
tické tlohy. V tomto ¢isle uvadime zadani dalsi dvojice tloh. Jejich fesSeni
miiZete zaslat nejpozdéji do 1. 12. 2013 na adresu: Redakce ¢asopisu MFT,
17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou (pouze
vsak v TgXovskych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou adresu:
mfi@upol.cz. Zajimava a originalni feSeni tilloh radi uverejnime.

Uloha 197

Dokazte, ze pro libovolné liché é&islo n je 20n* + 14n2 + 2014 délitelné
Sestnacti.
Martin Pandk

Uloha 198

Sestrojte trojuhelnik ABC, je-1i ddn vrchol A, prisecik vysek V a stied
T4 strany BC. Pritom predpoklddejme, ze A, V, T4 jsou tii navzajem
rizné body.

Sdrka Gergelitsovd

Déle uvadime feSeni dloh 191 a 192, jejichz zadani byla zvefejnéna
v prvnim é&isle tohoto (22.) roéniku naseho ¢asopisu.
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