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Soustavy polynomickych rovnic

Uvodem pfipomeiime, Ze v algebfe na 2. stupni ZS se setkavame s ele-
mentdrnimi metodami FeSeni soustav linedrnich rovnic (dosazovaci me-
todou a scitaci metodou), které jsou objasiiovany na jednoduchych pii-
kladech soustav linearnich rovnic o dvou (vyjimecné o t¥ech) neznamych
a jsou aplikovany na feSeni slovnich tuloh. V algebie na SS se tato tematika
prohlubuje a roz$ifuje i na soustavy linearnich rovnic o tfech, popt. vice
neznamych. Pfitom v souc¢asnych stFedoskolskych ucebnicich elementéarni
metody jejich FeSeni jsou rozsifeny o Gaussovu eliminacni metodu TeSent
soustav linedrnich rovnic (viz [5, s. 104-116]). Nasledné se v algebfe a
v analytické geometrii na SS Fesi téz jednoduché soustavy obsahujici line-
arni a kvadratické rovnice o dvou neznamych. S obecnéjsimi piipady feSeni
nelinearnich soustav polynomickych rovnic se lze ¢asto setkat v tlohach
matematické olympiady (MO) u nés i v zahranidi, pfi¢emz k jejich tspés-
nému vyteseni je zpravidla potFebné tvirci uplatnéni elementarnich metod
feSeni.

V soucasné gkolni praxi je ovSem zarovenn nutné si uvédomit, Ze uci-
telé i studenti mohou mit vcelku snadno k dispozici stéle se rozvijejici
pouziti digitalnich technologii (programovatelnych kalkulatord, pocitacii),
jez umoznuji relativné snadné feSeni i velmi slozitych soustav polynomic-
kych rovnic pomoci riznych softwarovych systémi (programi). Zejména
to jsou Siroce rozsifené a dostupné systémy Maple, Wolfram Alpha aj.
v soustavné zdokonalovanych verzich. Algoritmy feSeni nelinearnich sou-
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stav polynomickych rovnic v nich jsou obvykle zaloZeny na eliminacnich
metoddch jejich feSeni. Specidlnim piipadem téchto metod, vhodnym i pro
ru¢ni (nepocitacové) vypocty, je metoda postupné eliminace neznamych
soustavy rovnic, kterd je zaloZena na postupném snizovani stupné rovnic
vzhledem k jedné neznamé.

Cilem naseho ¢lanku je ukazat, ze princip této metody lze vysvétlit
jednoduse na stiedoskolské tirovni (bez pouZiti pojmii abstraktni algebry)
a ilustrovat jeji pouziti na piikladech FeSeni nelinearnich soustav poly-
nomickych rovnic. Pfitom zdiiraznéme, Ze i kdyz vyhodou této metody je
jeji obecnost (v jistych mezich) a moZnost algoritmizace, pro specialni typy
soustav rovnic (napf. v tlohach MO) miZe byt nékdy jednodussi, popf.
elegantnéjsi uziti alternativnich elementarnich zptsobu feSeni.

Pozndmka 1.V soucasné Ceské literatuie se lze ¢asto setkat s tim, Ze misto
nazvu polynomické rovnice je uzivan termin polynomidlni rovnice, ktery
vznikl ne zcela vhodnym prekladem z angli¢tiny (angl. polynomial = Ces.
polynom, mnohoclen). Tradi¢né v nasi literatuie byl v tomto vyznamu
pouzivan nazev algebraické rovnice, jimz se ovSem v soucasnosti zejména
v zahrani¢ni literatufe obvykle rozuméji nejen polynomické rovnice, ale
také rovnice s nezndmymi v lomenych vyrazech (racionalnich lomenych

funkcich).

Soustava m polynomickyjch rovnic o n nezndmiych v anulovaném tvaru
se zapisuje takto:

fl(xlax27 s 7xn) = 07
f2($1;$27 e ,.’L’n) = 07
(1)
fm(x1, 22, ..., 2n) = 0,
kde f1, f2, ..., fm jsou polynomy n proménnych x1, xs, ..., T, s redlnymi,

popf. komplexnimi koeficienty, tj. z ¢iselného oboru R, popt. C. Zkracené
se soustava rovnic (1) zapisuje

f1:07 f2:07 IR fmzo

Proménné x1,xs, ..., x, se nazyvaji nezndmé soustavy rovnic (1).
Mnozina v8ech polynomd n proménnych xi, o, ..., x, s Koeficienty
z Ciselného oboru R, resp. C, se zna¢i symbolem Rz, xo,...,x,], resp.
Clz1, z2,. .., zy,]. Pfitom, obdobné jako p¥i zapisech polynomit jedné pro-
ménné x, u nichZ se vyuzivd bud sestupné, anebo vzestupné potfadi ¢lent
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(jednoclentt) podle jejich mocniteli, také u polynomt n proménnych 1,
X9, ..., Ty je ucelné prijmout tmluvu o pofadi (usporadani) ¢lent v za-
pisech polynomu. Obvykle se pouziva tzv. lexikografické uspoidaddni na
mnoziné vsech jednocdlend (monomi) z mnoziny Rlzi,xa,...,2,], Tesp.
Clz1, 22, ..., @y, viz napt. [1] nebo [9].

Resenim soustavy rovnic (1) je nazyvana kazda usporadana n-tice ¢isel
c1, C2, ..., ¢y z R, resp. C, kterd jsou takovymi hodnotami neznamych
Z1, Ta, ..., T, Pro nez plati viechny rovnice soustavy (1), tj. po jejichz
dosazeni za neznamé do téchto rovnic se dostavaji platné rovnosti. Znaci
se (c1,C2y ..., Cn).

Metody FeSent soustav rovnic jsou zaloZeny na pouziti jejich dusledko-
vych a specidlné ekvivalentnich uprav. Disledkové upravy soustavy rovnic
jsou takové, u nichz upravena soustava rovnic ma vSechna FeSeni jako pu-
vodni soustava a pfipadné (u neekvivalentnich uprav) néktera Feseni navic,
takZe nutnou soucésti procesu TeSeni je zkouska dosazenim vypoctenych
hodnot feSeni dodané soustavy rovnic. Ekvivalentni dpravy soustavy rov-
nic jsou takové, u nichz upravena soustava rovnic mé v8echna feSeni tataz
jako ptvodni soustava rovnic a zadnéa dalsi. Kazdé dvé soustavy rovnic,
které maji pravé tataz feSeni, se nazyvaji ekvivalentni soustavy rovnic.

V linearni algebfe se zavadi vyznamny pojem linedrni kombinace vek-
torté (prvki vektorového prostoru). Specialné jej lze uzit pro polynomy
s realnymi koeficienty: Linedrni kombinaci polynomd fi1, fa, ..., fm nazy-
vame vyraz tvaru ky f1 + kafo 4+ ... + ki fm, kde k1, ko, .. ., kp, jsou redlna
¢isla (prvky oboru R).

Pro ekvivalentni dpravy soustav polynomickych rovnic se pak formuluje
a dokazuje nasledujici véta (viz [8, 10]):

Véta 1
Dvé soustavy polynomickijch rovnic s redlnymi koeficienty jsou ekviva-
lentni, jestliZe jednu z mich dostaneme z druhé nékterou z téchto ekviva-

lentnich uprav:
a) Zaménime pofadi rovnic v soustave.

b) Vyndsobime nékterou rovnici soustavy nenulovym redlngm cislem.

c) K nékteré rovnici soustavy pficteme linedrni kombinaci ostatnich rov-
nic soustavy (specidlné k-ndsobek jiné rovnice, kde k € R\ {0}).

d) Vynechdme rovnici soustavy, kterd je linedrni kombinact ostatnich rov-
nic soustavy.

e) Nahradime nékterou rovnici soustavy linedrni kombinact vSech rovnic
soustavy.
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Algebraickou kombinaci polynomi f1, fo, ..., fmn proménnych i,
T2, ..., Tp Nazyvame vyraz tvaru

hifi+hofo+ ...+ b fm,

kde h1, ha, ..., hy jsou polynomy z mnoZiny Rz, zo,...,z,]. UZitim
tohoto pojmu definujeme: Algebraickou kombinaci polynomickijch rovnic
fi=0, fo=0, ..., f,n =0 nazyvame polynomickou rovnici tvaru

hlfl + h2f2 +...+ hmfm = 07

kde koeficienty hi, ha, ..., hy, jsou polynomy z mnoziny R[z1, 2o, . . ., Z,].

Véta 2

Ekvivalentni upravy soustav polynomickygch rovnic ve vété 1 miZeme
roz§ivit (doplnit) o ekvivalentni dpravy c), d), e), v nichZ misto linedrnich
kombinact rovnic soustavy vezmeme jejich algebraické kombinace. (Speci-
dlné v bodé ¢) pricitdme h-ndsobek jiné rovnice, kde h € Rlz1, 2, ..., Zx].)

Dokazte napiiklad, Ze jsou ekvivalentni soustavy rovnic: f1(z,y) = 0,
f2(z,y) = 0 a fi(z,y) + h(z,y) - f2(2,y) = 0 (kde h(z,y) je libovolny
polynom), fo(z,y) = 0.

Elementarni metody feSeni soustav polynomickych rovnic

Piehled elementarnich metod Feseni soustav rovnic viz v publikaci [11].

Uvedeme nazvy a charakteristiky ¢tyf nejéastéji uzivanych eliminacnich
elementdrnich metod Teseni soustav polynomickiych rovnic:

Metoda séitact (adicni) je zaloZena na principu secteni vhodné zvo-
lenych dvojic rovnic soustavy, resp. jejich nasobkd nenulovymi realnymi
Cisly. (Specialné pii FeSeni soustav linearnich rovnic se na zakladé tohoto
postupu piimo eliminuje jedna neznama rovnic soustavy.)

Metoda dosazovaci (substituéni ve vyznamu substituce jako dosazeni)
spociva ve vyjadfeni jedné nezndmé z nékteré rovnice soustavy a jejiho
dosazeni do ostatnich rovnic soustavy.

Metoda faktorizace (rozkladu na souciny) vychazi z rozkladu polynomu
soustavy rovnic na sou¢iny linearnich polynomt.

Metoda ,iplngjch ctverci® je zalozena na doplnéni kvadratickych troj-
¢lenti v dané soustavé rovnic, popf. v jejich souctech na ,uplny ¢tverec,
tj. na druhou mocninu linedrniho dvojélenu.
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Metoda substituce (ve vgznamu substituce jako zdmény pivodnich ne-
zndmygch novgmi) spoiva v pouziti vhodné transformace (zamény, na-
hrady) neznamych dané soustavy rovnic vhodné zvolenymi novymi nezna-
mymi.

Uvedené metody jsou uzivany bud samostatng, anebo v kombinaci dvou
nebo vice z nich.

Princip metody postupné eliminace neznidmych

Zopakujme, Ze princip Gaussovy eliminacni metody (GEM) pro feSeni
soustavy n linearnich rovnic o n nezndmych (viz napt. [8, s. 273-275]) spo-
¢iva v postupném pievedeni dané soustavy linearnich rovnic ekvivalentnimi
dpravami na ekvivalentni soustavu linearnich rovnic v tzv. trojihelniko-
vém tvaru, kde ve druhé rovnici je eliminovana prvni neznama x1, ve treti
rovnici navic druhd neznama x5 atd., azZ v n-té rovnici jsou eliminovany
vSechny neznamé kromé n-té nezndmé z,,.

Algoritmus GEM je rozdélen na tzv. primy chod postupné eliminace ne-
znamych a tzv. zpétny chod vypoctu hodnot neznamych na zakladé zpétné
aplikace ziskané ekvivalentni soustavy rovnic v trojuhelnikovém tvaru.

Princip metody postupné eliminace nezndmgjch pro FeSeni nelinearni
soustavy n polynomickych rovnic o n neznamych (1) lze formulovat ob-
dobné takto: ReSenou soustavu rovnic (1) pfi m = n pfevedeme postup-
nymi ekvivalentnimi ipravami na soustavu ekvivalentnich polynomickych
rovnic v trojihelnikovém tvaru:

gl(xl,xg,...,xn)

92(932, .- -,ﬂfn)

Il
o o

gn71($n71,$n) = 07
gn(xn) =0,

kde g1, 92, ---, gn—1, gn jsou polynomy uvedeného pocétu proménnych.
Algoritmus MPE opét rozdélujeme na piimyg chod (postupnou eliminaci
neznamych) a zpétny chod (vypocet jejich hledanych hodnot postupnou
zpétnou aplikaci ziskané ekvivalentni soustavy polynomickych rovnic v troj-
thelnikovém tvaru (2)).

Pozndmka 2. Podobné jako je pouzivano standardni oznaceni Gaussovy
elimina¢ni metody GEM, budeme pouzivat také struéné oznacéeni metody
postupné eliminace nezndmych MPE. V jejim pfimém chodu postupu-
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jeme obdobné jako v GEM, avSak podstatna odlisnost je v tom, Ze pfi
ekvivalentnich dpravach nelinedrni soustavy rovnic vyuzivame téz alge-
braické kombinace polynomu a p¥islusnych polynomickych rovnic. P¥itom
tyto ekvivalentni tpravy jsou zalozeny na postupném snizovani stupné
rovnic vzhledem k jedné nezndmé. Pii zpé&tném chodu MPE vypocéteme
FeSeni soustavy rovnic (2) a tim i ekvivalentni pivodni soustavy rovnic (1)
tak, Ze z rovnice g, = 0 uré¢ime hodnoty nezndmé z,,, z rovnice g,_1 = 0
pak pfislusné hodnoty nezndmé x,,_, atd. az z rovnice g; = 0 piislusné
hodnoty neznamé x;.

Pozndmka 3. PTi feSeni nelinearnich soustav polynomickych rovnic pomoci
pocitaci se v pouZivanych softwarovych systémech (Mathematica, Maple,
WolframAlpha aj.) vychazi ¢asto nejen piimo z MPE, ale z obecn&jsi me-
tody Grobnerovych bdzi (systémi elimina¢nich polynomt) a Buchbergerova
algoritmu pro jejich uréovani [1, 9]. Za autora této metody a algoritmu je
povazovan rakousky matematik Bruno Buchberger, ktery je originélné for-
muloval s tviréim vyuZitim pojmu abstraktni algebry v doktorské (Ph.D.)
dizertacni praci z roku 1965 a metodu jim objevenou pojmenoval na po-
¢est vedouciho své prace Wolfganga Grobnera. V nasledujicich letech byl
Buchbergeruv algoritmus zdokonalovan a modifikovan nejen samotnym au-
torem, ale téZ dalsimi matematiky. Termin ,,baze* tu mé ovSem jiny vy-
znam nez v analytické geometrii a Buchbergeriv algoritmus je urcen pro
pocitacové vyuziti, takze ruéni vypocty pomoci ného jsou zpravidla velmi
naro¢né az prakticky nerealizovatelné. Vzhledem k tomu a zejména téz
proto, Ze objasnéni této metody a algoritmu vyZzaduje porozuméni mnoha
naroénym pojmum abstraktni algebry (pfekracujicim zna¢né ramec stie-
doskolské matematiky), je velmi tézko realizovatelné a predcasné sezné-
meni s nimi talentovanych stfedoskolskych studentd (G¢astniki MO) podle
predstav vyjadfenych v piispévku [4] inspirovaném ¢lankem [3]. Z vécného
i didaktického hlediska je podstatné jednodussi a pfirozenéjsi, aby se tito
studenti seznédmili na stfedoskolské trovni s uzitim MPE a ziskali tak mj.
vhodnou motivaci pro pozdéjsi (vysokoskolské) studium pojmi abstraktni
a pocitacové algebry.

Priklady FeSeni soustav nelinearnich polynomickych rovnic me-
todou postupné eliminace

V prvnim ilustrativnim piikladu vyfesime uzitim MPE soustavu poly-
nomickych rovnic z [6, s. 247-248].
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Priklad 1

V oboru komplexnich ¢isel feste soustavu rovnic
2 —y? 20 = —1,
2?4 y? -2y = —1.
Regend. Danou soustavu rovnic vyjadiime v anulovaném tvaru (1):
fi=a2—y>+224+1=0,
f2 = ;p2+y272y+1:0.

Z prvni rovnice eliminujeme z? tak, Ze od ni odedteme rovnici druhou.
Dostavame ekvivalentni soustavu rovnic:

fo :x2+y2—2y+120,
f3=f1—f2:$—y2+y20.

Eliminaci z* v rovnici fo = 0 docilime tim, Ze od ni ode¢teme z-nasobek
rovnice f3 = 0. Ziskame ekvivalentni soustavu rovnic:

2

fa=z—y*+y=0,
fi=fo—zfs=z@’—y)+y*—2y+1=0.

Z rovnice f4 = 0 eliminujeme z ode¢tenim (y? —y)-nasobku rovnice f3 = 0,
¢imz po upravé dostavame rovnici

=h—--y9fh=W-1+1) =0
Zavérem tak dospivame k ekvivalentni soustavé rovnic trojihelnikového
tvaru (2):
n="fa=z—y’+y=0,
92 =fi=H-1+1) =0

Rovnice go = 0 ma v oboru C kotfeny y; = 1, yo = i, y3 = —i, k nimz
dopocteme z rovnice g1 = 0 piislusné hodnoty: 1 = 0, zo = —1 — i,
x3 = —1 — i. Dan4 ekvivalentni soustava rovnic méa tedy v oboru C praveé

tii Feseni: (0;1), (=1 —i;1), (=1 +1; —i).

V prikladu 2 budeme fesit uzitim MPE soustavu polynomickych rov-
nic z publikace [4], v niZ byla FeSena metodou Grobnerovych béazi uzitim
Buchbergerova algoritmu.
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Priklad 2

V oboru redlnych ¢isel feste soustavu rovnic

TH+y+z=2
T+2y—=z
22 +y? 422 = 12.

I
|
=~

Reseni. ReSenou soustavu rovnic vyjadiime opét v anulovaném tvaru (1):

f1:x+y+z—2:0,
fo=xz+2y—2+4=0,
fs=a2+1y2+22-12=0.

Z druhé rovnice této soustavy eliminujeme nezndmou x tim, Ze od ni ode-
¢teme rovnici prvni. Dostaneme rovnici

fa=fo—fHi=y—22+6=0.

Dale ze tieti rovnice této soustavy eliminujeme x? tak, Ze od této rovnice
odeéteme z-nasobek prvni rovnice, ¢imZ vznikne rovnice

fs=fi—zfi=a(-y—z+2)+y*+2*—12=0.

Z ni eliminujeme neznamou y dosazenim z rovnice fy = 0: y = 2z — 6.
Ziskdme tak rovnici pro jedinou nezndmou z, kterou upravime do tvaru:

fo =722 —362+44=0

Danéa soustava rovnic je ekvivalentni se soustavou rovnic v trojihelni-
kovém tvaru (2):

g =f=x+y+2—2=0,
g2 = fa=y—22+6=0,
g3 = fo = T2% — 362+ 44 = 0.

Kvadraticka rovnice g3 = 0 ma kofeny: z1 = 2, 29 = 2—72, k nimz dopoé-

teme z rovnice go = 0: y; = —2, yo = % a z rovnice g1 = 0: 1 = 2,
Ty = —%. Dané ekvivalentni{ soustavu rovnic ma tedy pravé 2 feSeni:

(25-2:2), (-%: 5 %).
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Pozndmka 4. V nésledujicich piikladech 3, 4 a také v piikladu 8 budeme fe-
8it soustavy polynomickych rovnic specialniho typu, tzv. cyklické soustavy
polynomickgch rovnic, jez se vyskytuji ¢asto v ilohach MO. Jejich charak-
teristickou vlastnosti je, Ze z kazdé rovnice této soustavy dostavame ostatni
jeji rovnice cyklickou zaménou neznamych. Odtud pak ziejmé plyne: Je-li
usporadana n-tice (c1,co, .. ., ¢,) FeSenim cyklické soustavy rovnic, potom
také kazdéa cyklickd permutace jejich prvki je feSenim této soustavy rovnic.

V piikladu 3 vyfesime uzitim MPE soustavu polynomickych rovnic,
ktera byla fesena v oboru realnych &fsel v [11, s. 10-12] elementarnimi
metodami, mj. dosazovaci metodou a kombinaci adi¢ni metody s metodou
faktorizace.

Priklad 3
Reste v oboru komplexnich ¢&isel soustavu rovnic

2’ +1 =2y,
y?+1 = 2.

Reseni. Danou soustavu rovnic vyjadiime v anulovaném tvaru (1):

fi=a2>=2y+1=0,
fao=2x—9y*—1=0.

Nejprve eliminujeme v prvni rovnici 22 tak, Ze ji vynasobime dvéma a ode-
¢teme od ni z-nasobek druhé rovnice, ¢imz dostavame rovnici

fa=2fi —afo=x(y’ +1) -4y +2=0.

7 této rovnice eliminujeme neznamou x tim, Ze od jejiho dvojnasobku
ode¢teme (y? + 1)-nasobek rovnice fo = 0. Ziskdme tak rovnici s jedinou
neznamou y:

fi=2fs— W+ ) fa=y"+2y> -8y +5=0.

Dané soustava rovnic je ekvivalentni se soustavou rovnic v trojihelni-
kovém tvaru (2):

g1 = fa=20—1y*—1=0,
9= fa=y* +2y* -8y +5=0.
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Rovnice g2 = 0 ma dvojnasobny kofen y; 2 = 1 a lze ji proto upravit na
soucinovy tvar:
(y—1)*(y*+2y+5) =0.

Kvadraticka rovnice y? + 2y + 5 = 0 méa zaporny diskriminant D = —16,
a tedy imagindrni kofeny ys3 4 = —1 &£ 2i. Z rovnice g; = 0 dopocteme pii-
slusné hodnoty: 1 » = 1, 23 4 = —1F2i. Dana ekvivalentni soustava rovnic
mé4 tedy v oboru komplexnich ¢isel pravé 3 Feseni: (1;1), (=1 + 2i; —1—2i),
(=1 —2i;—1+ 2i).

V prikladu 4 budeme fe$it uzitim MPE soustavu rovnic z knihy [1,
s. 115-116], v niZ byla feSena metodou Grébnerovych bézi.

Priklad 4
Reste v oboru redlnych ¢isel soustavu rovnic

P ry+z=1,
v+ 2 =1,
r4+y+22 =1

Reseni. ReSenou soustavu rovnic vyjadiime po zdméné jejich poradi v anu-
lovaném tvaru (1):

fl :x+y+2271:0,
fo=2+y*+2-1=0,
fa=a4+y+2-1=0.

Z druhé rovnice eliminujeme neznidmou = ode¢tenim prvni rovnice, ¢imz
dostavame rovnici

fi=fa—h=y"—y—-2"+2z=0.

7 tieti rovnice eliminujeme x? dosazenim z prvni rovnice x = —y — 22 + 1,
coz vede na rovnici

f5:y2+2y22*y+247222+z:0.
Odeé¢tenim rovnice f4 = 0 od ni eliminujeme v ni y? a dostavame rovnici
fo=fo—fa=2y +2' - 22 =22+ —1)=0.
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Tato rovnice v sou¢inovém tvaru je splnéna, je-li 22 = 0 nebo

—_

fr=2y+22-1=0, &l y==(1-27.

[\)

Rovnice z? = 0 ma dvojnasobny kofen z; 2 = 0, k némuZ vypocteme
pfislugné hodnoty y z rovnice f5 = 0, ktera pro z = 0 ma tvar y2> —y = 0
¢ili y(y — 1) = 0, a tedy kofeny y1 = 0 a yo = 1. Pfislusné hodnoty =
uréime z rovnice fi =0 vetvaruz+y—1=0¢lix=—-y+1: z; = 1,
To = 0.

Pro z # 0 dosadime y = 1(1 — 22) do rovnice f; = 0 a odtud po
apravach vyplyva rovnice pro neznamou z

fo=2' =422 +42—-1=0,
kterou lze vyjadfit v sou¢inovém tvaru
fs=(z—-12%Z*+2:-1)=0.

Dané soustava rovnic je tedy pro z # 0 ekvivalentni se soustavou rovnic
v trojuhelnikovém tvaru (2):

g =h=z+y+2"—-1=0,
g2 = fr=2y+2>-1=0,
g3 = fa=(z—1)(*+2z-1)=0.

Rovnice (z — 1)? = 0 ma dvojnasobny kofen z3 = 1, k némuz vypocteme
prislusné hodnoty y a z z rovnic go = 0 a g1 = 0: y3 = 0, z3 = 0.
Kvadratickid rovnice 22 + 22 — 1 = 0 ma diskriminant D = 8 a kofeny
Zy5 =—1% V2. Piislusné hodnoty y a 2 opét dopoéteme z rovnic gy = 0
agr=0:yss=mz45=—1+£V2

Dané ekvivalentni soustava rovnic ma tedy pravé 5 feSeni: (1;0;0),

(0;1;0), (0;0; 1), (=142 —14+v2; =14+v2), (-1-v2; —1-v2; - 1-V2).

Poznamka 5. V pirikladech 5 a 6 budeme Tesit uzitim MPE dalsi specialni
typy soustav polynomickych rovnic, tzv. symetrické soustavy polynomic-
kgch rovnic. Jsou to takové soustavy rovnic (1), v nichz fi, fa, ..., fm
jsou symetrické polynomy, tj. polynomy proménnych x1, xo, ..., Ty, jez
se neméni pii libovolné zaméné poradi (permutaci) proménnych. Ziejmé
proto pro né plati: Je-li usporadana n-tice (c1,ca,...,c,) FeSenim symet-
rické soustavy rovnic, pak také kazda permutace prvki ci, co, ..., ¢, je
rovnéz reSenim této soustavy rovnic.
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V prikladu 5 vyfesime ilustrativné uzitim MPE dvé soustavy jednodu-
chych rovnic z rovinné analytické geometrie.

Priklad 5
V oboru realnych ¢isel feste soustavy rovnic

a)

2%+ y2 = 25,
Ty = 12
b)
zy =1,
r+y=—1
Re§en}’.

a) ReSenou soustavu rovnic vyjadiime v anulovaném tvaru (1):
f1 = XY — 12 = 0,
fo=a"+y* —25=0.

Z prvni rovnice vyplyva: x #£ 0, y = 1—3 Po dosazeni do druhé rovnice z ni
eliminujeme y2? a dostévame rovnici pro neznamou z:

fa=at —252% + 144 = 0.

Dana soustava rovnic je ekvivalentni se soustavou rovnic v trojihelni-

¢

kovém tvaru (2):

g = fi=zy—12=0,
g2 = f3=a* — 2522 +144 = 0.
Bikvadratickou rovnici go = 0 pfevedeme substituci © = x? na kvadratic-

kou rovnici u? — 25u + 144 = 0, kterd méa diskriminant D = 49 a kofeny
u; = 16, up = 9. Uzitim zpétné substituce x = ++/u dostavame kofeny

rovnice go = 0: z1 = 4, x9 = —4, z3 = 3, x4 = —3, k nimZ dopocteme y
uzitim rovnice g; = 0 ¢ili y = 1?2: Y1 =3,y2=—3,y3 =4, ys = —4.

Ekvivalentni soustava rovnic ma tedy pravé 4 FeSeni: (4;3), (—4;—3),
(3:4), (=3;—4).

b) ReSenou soustavu rovnic upravime na ekvivalentni anulovany tvar (1):

h=2+y+1=0,
fo=a2y—1=0.
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Z prvni rovnice vyjadiime x = —y—1 a dosazenim do druhé rovnice v ni eli-
minujeme neznamou x a dostavame kvadratickou rovnici pro neznamou y:

fs=y"+y+1=0.

Dané soustava rovnic je ekvivalentni se soustavou rovnic v trojihelni-
kovém tvaru (2):

g =f=xz+y+1=0,
g =fr=y"+y+1=0.

Avsak kvadraticka rovnice go = 0 mé zaporny diskriminant D = —3 a je
tedy nefesitelna v oboru R, takze dana ekvivalentni soustava rovnic nema
zadné feSeni v oboru realnych Cisel.

t¥i polynomickych rovnic inspirovanou sbirkou naro¢néjsich tloh z elemen-
tarni matematiky [7].

Priklad 6
V oboru komplexnich éisel feste soustavu rovnic

r+y+z=1,
Pyt =2,
2?4+t 427 =

Resent. Vyjadiime feSenou soustavu rovnic v anulovaném tvaru (1):
fl = $+y+271:07

fo=a?+y*+2"-2=0,
fa=ad+yP+23-3=0.

V druhé rovnici této soustavy nejprve eliminujeme x? tak, ze od ni ode-
¢teme z-nasobek prvni rovnice. Po tpravé dostavame rovnici

fi=fo—afi=ax(l-y—2)+y*+2>-2=0.

Z této rovnice pak eliminujeme neznamou z tim, ze od ni ode¢teme (1 — y — z)-
-nésobek prvni rovnice, coz vede k rovnici

fs=fi—(1—y—2)fi=20"+22+2yz -2y — 22 — 1 =0.
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Po jejim vydéleni dvéma a po tpravé ziskdvame rovnici

1 1
f6=§f5=y2+y(z—1)+z2—z—§:0.

Z rovnice f3 = 0 miZeme jednoduSe odvodit rovnici obsahujici pouze ne-

zndmou z pomoci vhodného pouziti vzorci:

1
(x+y)? = m2+2my+y2:>xy:§{(x+y)2—(x2+y2)},

(z+y)® =2 +32%y+32y” + 3 = 2® +¢° = (v +y)° — Bay(z +y).

Po dosazeni do rovnice f3 = 0 nabyva tato rovnice tvaru

@+ 9 = S|+ 9P = (@ +9) @+ )+ =3 =0,

Ptitom z rovnice f; = 0 vyplyva, ze * +y = 1 — z a z rovnice fo = 0 po
provedenych tpravich dospivame k rovnici

3 1
f7:3z3—3z2—§z—§:0.
Vydélenim tfemi ji upravime na tvar
1 1 1
f8:§f7:2’3—22—52—6:0_

Ziskali jsem tak ekvivalentni soustavu rovnic v trojahelnikovém tvaru (2):

g =fi=x+y+z2—1=0,
1

9= fo=y+ylz-1)+2"-2-5=0,
. 1 1
3.2
= fo=23 22, =0.
g = fo=2t == spo
Kubickou rovnici g3 = 0 pfevedeme substituci z = ¢ + % do redukova-
ného tvaru t* — 3¢ — 2L = 0 s koeficienty p = —2, ¢ = —11. Protoze je

tedy D = % + % > 0 = kubickd rovnice méa jeden redlny kofen a dva
komplexné sdruzené koreny. Pfibliznou hodnotu redlného kofene z; rov-
nice g3 = 0 uréime nékterou z numerickych metod, nejsnaze vypoctem
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pomoci pocitac¢ového softwaru: z; = 1,431. Rovnici g3 = 0 lze pak vyjadrit
v soucinovém tvaru

1
(z —21) ,22—(21—1)2—1—a =0

a komplexné sdruzené kotfeny zs, z3 vypoc¢teme feSenim kvadratické rovnice

22— (21 — 1)z + i = 0 s diskriminantem Dy = (23 — 1) — % <0

z23 = —0,215 £ 0,265i. Pfislusné hodnoty y a x pak miZeme vypocitat
z rovnic go = 0 a g1 = 0. Jednodussi je v8ak vyjit z toho, Ze feSena soustava
rovnic je symetricka, a tedy ma pravé 6 feSeni, jez jsou vemi permutacemi
pravé jednoho z nich: (z3, 22, 21).

V piikladu 7 ukazeme, jak uzitim MPE lze snadno vyfesit soustavu po-

lynomickych rovnic z ¢lanku [2], ve kterém byla FeSena podstatné slozitéji
metodou Grébnerovych bézi.

Priklad 7
V oboru realnych ¢isel feste soustavu rovnic

203 f oy —x +y° = —1,
22y —zy+y* = 1.

Reseni. Danou soustavu polynomickych rovnic vyjadfime z anulovaného
tvaru

f :2x3+xy—x+y3+1:0,
fo =2y —zy+y>—1=0.

Z prvni rovnice eliminujeme nejprve z3 tak, ze od jejiho y-nasobku ode-
¢teme 2z-nasobek rovnice druhé. Dostdvame tim po dpravé rovnici

fs=yfi—2zfs =22y — 2y’ —ay+2z+y* +y=0.

Odtud dale vyloudime z? jejim ode¢tenim od dvojnasobku druhé rovnice,
ziskdme po tpravé rovnici

fi=2fo—fs=a(®—y—-2)— (¥ =2 +y+2) =0,
kde
v -y—-2=(y+1)(y-2),
y' -2 ty+2=(y+ 1) -y —y+2).
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Pro y # —1 a y # 2 vyplyva z rovnice f; = 0:

Y-y -yt
y—2

T

a po dosazeni do rovnice fo = 0 dospivame po upravéich k rovnici:
fs =97 — 2% — 25 +10y* — 8y® — 5y® + 12y —4 = 0.
Rovnice fi1 = 0 je ekvivalentni s rovnici

fo=(@y+1)fs.

Dospéli jsme tak k soustavé rovnic v trojuhelnikovém tvaru (2), ktera
je ekvivalentni s danou soustavou rovnic:

g1 =f2=$2y—l‘y+y2—120,
g2 = fo=v—y  — 40 +8° + 2" — 135 + Ty + 8y —4 = 0.

Rovnice go = 0 ma kofen y; = —1, k némuz dopocteme z z rovnice g1 = 0:
(1 =0)= ((z1 =0)V (z1 =1)).

Dalsi realné kofeny rovnice go = 0 muzeme urcit uzitim numerickych me-
tod, nejjednoduseji pomoci pocitacového softwaru (napf. WolframAlpha ¢
Maple): yo = 0,447, y3 = —1,105, y4 = —1,935. K nim p¥isluseji hodnoty:
o = —0,929, z3 = —0,171, x4 = 1,791. Dana soustava rovnic mé tedy
v oboru redlnych ¢isel pravé 5 feSeni: (0;—1), (1;-1), (z2,y2), (z3,¥3),
(24,y4). (V oboru komplexnich ¢isel mé dalsi ¢tyfi FeSeni.)

Pozndmka 6. V prikladech 8 a 9 ukdzeme alternativni moznost uziti MPE
pro feSeni soustav polynomickych rovnic v tlohach matematické olympi-
ady z 61. ro¢niku (2011/2012) a 71. roéniku (2021/2022). P¥i odkazech
pouZijeme standardni oznaceni uloh MO.

Nasledujici priklad vyfesime uzitim MPE.
Priklad 8 (61. MO, A-S-1)

V oboru realnych ¢isel feste cyklickou soustavu rovnic

y+ 3z = 423,
x+ 3y = 49
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Reseni. Dana soustava rovnic ma trivialni feSeni (zg, yo) = (0;0). Dale ji
pro y # 0 vyjadfime v anulovaném tvaru

fi =42® -3z -y =0,
fo =2 —4y* +3y=0.

Z rovnice f; = 0 eliminujeme neznamou zx nejjednoduseji tak, ze z rovnice
f2 = 0 dosadime = = 4y> — 3y. Po tpravach dostavame rovnici

fa = 2561° — 57617 + 432y° — 120y° + 8y =0
a po vydéleni osmi rovnici
fa= %f?, = 32y" — 729" + 54y° — 15y° +y = 0,
ktera je pro y # 0 ekvivalentni s rovnici
f5=32¢% —72y° + 54 — 152 +1=0.

Ziskali jsme tak (za pfedpokladu y # 0) ekvivalentni soustavu rovnic
v trojahelnikovém tvaru (2):

g1 = fa=z—4y>+3y =0,
go = f5 = 32y% — 7245 + 54y* — 1592 +1=0.

Rovnice go = 0 m4 ziejmé kofeny y; = 1, yo = —1 (délitelé absolutniho
¢lenu polynomu gz). Souinem kotrenovych &initelit (y+1)(y —1) = y? — 1
vydélime polynom g, ¢imz dostaneme vyjadreni rovnice go = 0 v soudi-
novém tvaru

(y? — 1)(32¢° — 40y* + 149> — 1) = 0.

Dalsi kofeny rovnice go = 0 tedy ur¢ime vyfeSenim rovnice
32y5 — 40y* + 149> — 1 =0.

Pouzijeme k tomu substituci 2y? = ¢, jiz po tpravé ziskame kubickou
rovnici ve tvaru
463 — 1062 + 7t — 1 = 0.

Jednim z kofent této rovnice je délitel jejtho absolutniho élenu ¢ =1
a k nému zpétnou substituci vypocteme piislusné hodnoty neznamé y:
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Y3 = §> Ya = *g. Dale miZzeme vydélit polynom 43 — 10t2 + 7t — 1
kofenovym ¢initelem ¢ — 1 a na zikladé ziskaného podilu 4t? — 6t + 1

prepsat kubickou rovnici pro ¢ v souc¢inovém tvaru
(t—1)(4t> =6t +1) = 0.

Zbyvé vytesit kvadratickou rovnici 4t — 6t + 1 = 0, jez ma diskriminant
D = 20, a tedy kofeny tp3 = 1(3 £ V/5). Zpétnou substituci ziskdvame
prislusné hodnoty neznamé y ve tvaru y; = :I:%\/ 3++5 (i =5,6,7,8),
ktery lze zjednoduéit uzitim vzorce odvozeného v [8; s. 91], podle néhoZ je
V3+45 ‘[ (VB5+1), a tedy y; = £1(v/5+1). Dopoétenim pifslusnych
hodnot Tz rovmce g1 = 0 dospivame k vysledku, ze dana soustava rovnic
ma prave 9 reSeni:
(0:0), (1; 1> (“1-1), (=3V2:5v2), 5V —3V2). (5 = 1V 5+ 3V5),
(%JFZ 71 411\[)’ (*1*411\[7 4 4\[)7 ( it 4\[’ 4 4 )

Posledni piiklad vyfesime nejen pomoci MPE, ale pro porovnani uve-

deme téZz standardni postup jeho feSeni uzitim elementarni metody fakto-
rizace.

Piiklad 9 (71. MO, A-1-4)

V oboru realnych ¢isel feste soustavu rovnic

zy+1 =22,
yz 42 = 2,
2z +3 =y

Regend. ReSenou soustavu upravime na anulovany tvar (1):
fi=zy—22+1=0,
fa=a?—yz—-2=0,
f3 =a2z—y*+3=0.

Z rovnice f; = 0 eliminujeme ¢len s neznamou z tak, Ze od jejiho z-nasobku
odeéteme y-nasobek rovnice f3 = 0. Dostavame rovnici

fa=y?=3y—22+z2=0.

Déle z rovnic f1 = 0, fo = 0, f3 = 0 odvodime dvéma zpusoby linearni
rovnice s neznamymi z,y, 2

Js=zfi—yfetzfs=z+2y+32=0,
fo=yfi—z2fo+afs=3c+y+22=0
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a odtud plyne rovnice

f7:3f57f6:5y+7z:0.

Z této rovnice dosadime y = —%z do rovnice fy = 0, ¢imz z ni eliminujeme
neznamou y a pro neznamou z ziskdme po provedeni tprav rovnici
fg = 2’2 - § =0.
18

Dospéli jsem k ekvivalentni soustavé rovnic v trojthelnikovém tvaru (2):
G =fs=x+2y+32=0,

go = fr=5y+72=0,
25
= fsg=2"——=0.
gs = fs = 2° 13
Odtud vypocteme:
5V2 V2 V2
9320?21,22177 92:0=>y1’2:$7, 91=0=>$1,2=$?-
Dané soustava rovnic mé tedy pravé dvé feSeni:

(1228, (728,

Regent metodou faktorizace. V FeSené soustavé rovnic v daném (neanulo-
vaném) tvaru odet¢teme od 1. rovnice 2. rovnici a od 2. rovnice 3. rovnici.
Dostavame tak dvojici rovnic

zy—yz—1 = 2" —2°

yz —zex —1 = z° — y~,
jez upravime na souc¢inové tvary

(x—2)(@+y+2) = 1,

(y—x)(z+y+2) =1
Odtud plyne, ze z4+y+2z #OQar—z =y—z & x = %(erz), takZe hodnoty
neznamych x;, y;, z;, pro které je splnéna dané soustava rovnic, jsou tfi po
sobé jdouci ¢leny aritmetické posloupnosti x;, y; = z; +d, z; = x; Fd, kde
d je jeji diference. Po dosazeni do dané soustavy rovnic a tupravé ziskanych

2

rovnic z nich vyplyva, ze z; = d3d , Tesp. x; = 3‘5 ad’>=2=d=+V2,
atedy y; =x; £d = :i:7f 2 =a;, Fd=F22 ‘f . Dospivame tedy k témuz
vysledku jako pii FeSeni uzmm MPE.
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Druhy zpisob feSeni jsme pfipojili proto, abychom ukazali, Ze feSeni
soustavy rovnic MPE mé sice vyhodu pro svou obecnost pouziti, ovSem
nemusi byt nejvyhodnéjsim z hlediska jednoduchosti postupu feSend.

Zaveér

Pfi feSeni nelinedrnich soustav polynomickych rovnic s vyuzitim di-
gitalnich technologii jsou mnohé softwary (programy) zaloZeny na prin-
cipu metody postupné eliminace neznamych. V nasem ¢lanku jsme ukézali
a na prikladech ilustrovali, jak lze princip MPE vysvétlit na stfedoskol-
ské trovni bez pouziti pojmi a metod abstraktni algebry. Tento vyklad
je vhodny a uziteény z didaktického hlediska, ale mize byt také ve vy-
sokoskolském studiu motiva¢nim zdrojem pro zavedeni nékterych pojmi
abstraktni algebry, popf. algebraické geometrie i pfi odvozovani na nich
zalozenych metod a algoritmu pocitacové algebry.
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