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V tomto piispévku uvidime tii odlisna feSeni jedné geometrické nerov-
nosti z I. kola aktualniho — 73. ro¢niku (2021,/2022) polské MO — piiklad 8,
viz [1]. Pfi koordinaci aloh I. kola v katowickém regionu, na niz se podilel
autor ¢lanku, se objevily ruzné zakovské pristupy lisici se podstatnym zpu-
sobem od oficidlniho FeSeni uvedené tlohy. Prvni dvé prezentovana feSeni,
s nimiz se mohou ¢tenafi seznamit, jsou ryze geometrické, tfeti feSeni se
opira o zakladni prostfedky analytické geometrie.

Text ulohy

Je dan trojihelnik ABC'. Necht D je pata vysky z vrcholu A a E je
pata kolmice z bodu D k pfimce AC. Ozna¢me M stied jeho strany AB.
Dokaite, 7e plati /2 - |ME| < |AB|.

Pozndmka. V pripadé prvnich dvou prezentovanych feSeni této tlohy bu-
deme uvazovat ptipad, kdy pata vysky z vrcholu A v trojuhelniku ABC
je bodem jeho strany BC'. V opa¢ném piipadé lze ditkkaz dané nerovnosti
vést zcela analogicky.

Resent. Oznacme X patu kolmice z bodu M k p¥imce AC (v pfipadé, kdy
vnitini thel pfi vrcholu A daného trojahelniku ABC je pravy, je X = A).
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Obr. 1
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V pravouihlém lichobézniku DEX M tak plati
1
XE| < |MD| = ;|AB]

a podobné v pravotihlém trojihelniku MX A je |MX| < |M A|. Kone¢né,
v pravothlém trojthelniku BDA (popf. v jeho degenerované verzi) plati

1
MA| = [MD| = 5| AB|,

viz obr. 1. Uzitim Pythagorovy véty v pravothlém trojahelniku EX M
(obr. 1) dostaneme

IME?> = |MX*+ |[EX|> < |MAP +|MD|? =
1 1 1
= —|AB|* + - |AB|* = ;|ABJ?
coz po snadné tpravé dava primo kyzenou nerovnost.

Rovnost zde (s ohledem na pouzité nerovnosti) nastane, prave kdyz troj-
thelnik ABC je pravouhly rovnoramenny, s pravym thlem pii vrcholu A.

Jiné teseni. Oznacme N st¥ed tusefky (vysky) AD. Pak MN je stifedni
pritka v trojahelniku ABD, priemz plati |[MN| = $|BD|.

A

/1
B D C

Obr. 2

V pravotuhlém trojihelniku ADE je N stfedem jeho pfepony, tj. stie-
dem Thaletovy kruznice s primérem AD, tudiz plati |[NE| = 1|AD|. Uzi-
tim trojahelnikové nerovnosti v trojuhelniku M EN déle obdrzime

|AD| + |BD|

IME| < |MN| + |NE| = =210
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Aplikaci nerovnosti mezi aritmetickym a kvadratickym primérem pro | BD|
a |AD| a dale Pythagorovy véty v pravouhlém trojuhelniku ABD (obr. 2)
dostaneme

|BD| + |AD)| |AD|? + |BD|? AB? 1

V2

coz po snadné tpravé opét dava zddanou nerovnost.

Jiné Feseni. Trojuhelnik ABC umistime do kartézské souradnicové sou-
stavy Oxy tak, ze A(0,a), a > 0 a aby vrcholy B a C lezely na ose z
(obr. 3), tj. B(b,0), C(c,0), kde b a ¢ jsou realna ¢isla. Podatek soufadni-
cové soustavy O(0,0) je totoZny s patou D vysky z vrcholu A.

Ya
A(0,a)
M
E
Al &
B(b,0) [0(0,0)  C(c,0)
Obr. 3

Rovnice primky AC' je pak
ar + cy = ac
a kolmice k AC, ktera prochazi poc¢atkem, tj. bodem O(0,0), ma rovnici
cx —ay = 0.
Priisec¢ikem téchto piimek je bod FE, jehoz soufadnice z, y vyhovuji sou-
stavé dvou linearnich rovnic

ar +cy = ac,

cx —ay = 0.
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Jejim feSenim dostaneme

CLQC a02

= — yzi.
a? 4 c2’ a? + ¢?

Stied M strany AB ma soufadnice (%b, %a), viz obr. 3. Odtud plyne

b a’c 2 a ac? 2
MEP=|-- —— - .
IME] (2 a2+62) +<2 a2+02)
Danou nerovnost
VZ-|ME| < |AB|

lze pak po snadné tpravé zapsat ve tvaru

9 b a%c 2+ a ac? 2 <a? 4B
Z_ 2% L a
2 a?+c2 2 a?+c2 - ’

coz po upravé dava

9 a*c? n a?ct ac? < a® 4+ b? i 2a2bc
(@+2)? " (@+32)? a+c2 9 2+

(1)
Nyni dokdZeme nerovnost (1) pro libovolna realna ¢isla a, b, ¢, tj. pro
uvedené soufadnice bodu A, B, C. Nerovnost (1) nejprve upravime do

tvaru
a’c?(a® + c?) a’c? < a? +v? n 2a2be
(a2 + ¢2)? a?+c2) - 2 a?+c?’

ktery dale upravime

022 ( a?c? a?c? ) a® 4+ b? 2a2bc

a2+ a?+ 2 2 a? +c2’
tj.
a’ + b? 2a2be
2 + a2+c¢2 — 7
resp.
(a® 4 )b + 4a”be + (a® + *)a® > 0. (2)

Tuto nerovnost nyni dokdzeme nésledujicimi dvéma zpisoby:
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(i)

Levou stranu nerovnosti (2) rozndsobime a upravime do tvaru evi-
dentné platné nerovnosti

(a® +bc)? +a*(b+c)* >0,

¢imz je dikaz dané geometrické nerovnosti uzavien.

7 posledni nerovnosti je rovnéz patrné, kdy v dané nerovnosti nastane
rovnost. Necht (kromé a > 0) je ¢ > 0, viz obr. 3. Pak ale pro redlna
¢isla a, b a ¢ musi platit b = —c < 0 a soucasné

a2+bc=a?>—-c* =0,

tj. a = ¢, coZ ale znamena, Ze rovnost v (2) nastane, pravé kdyz troj-
thelnik ABC' je pravouhly rovnoramenny, s pravym thlem pi¥i vr-
cholu A.

Na levou stranu nerovnosti (2) lze pohlizet jako na kvadraticky po-
lynom s redlnou proménnou b, s redlnymi parametry a, c. Vzhledem
k tomu, Ze pro diskriminant D této kvadratické funkce plati

D = —4a*(a* — 2a*c* + ¢*) = —4a*(a* — *)* <0,

je nerovnost (2) splnéna pro vSechna realna ¢isla a, b, ¢, coZ jsme chtéli
dokazat.

I pii tomto dikazu nerovnosti (2) snadno zjistime, Ze rovnost zde na-
stane, pravé kdyz trojuhelnik ABC' je pravouhly rovnoramenny, s pra-
vym thlem p¥i vrcholu A.

Z polského originalu psaného pro ¢asopis Matematika-fyzika-informa-

tika prelozil a upravil Jaroslav Svrcek.

Li

[1

teratura

| Sprawozdanie Komitetu Glownego, Warszawa, 2022, dostupné z: http://
WWW.om.mimuw.edu.pl
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