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V tomto ¢lanku navazujeme na p¥ispévky [4, 5]. Budeme zde prezentovat
dalsi zajimavé trojice bodi, které leZi na téze pifimce. Stejné jako v [5]
se budeme v TeSenich tloh zasadnim zptisobem opirat o dvé véty — vétu
Menelaovu a vétu Cévovu. Obé tyto véty miiZe Gtenar nalézt napft. v [1, 3]
nebo [5].

Spole¢nym tkolem u vSech Sesti uvedenych piiklada bude dokézat plat-
nost jejich tvrzeni.

Priklad 1

Na stranach AB, BC, C'A trojuhelniku ABC jsou postupné zvoleny
body Cy, Ay, By rtzné od vrcholi A, B, C. Pfedpokladejme, Ze p¥imky
AB a A;B; nejsou rovnobézné a oznaéme Cy jejich prusecik. Obdobné
predpokladejme, ze As je prisecik primek BC a B1C; a By je prusecik
piimek AC a A;C;. Jestlize prochézeji ptimky AA;, BB;, CC; jednim
bodem, pak lezi body As, By, C5 na jedné piimce.

Resent. Podle Menelaovy véty pro trojuhelnik ABC' a primku CsA; plati
(obr. 1)
ACs| |BAY| |CBil

=1.
|BCy| |CAi| |AB]

Analogicky pro trojihelnik ABC a primky As By a BoCh plati
ACY |BAs| [CB | [AC| |[BAY |CBy|

[BC1| |CAs| [AB| 7 [BCY| |CAL| [ABy

Dvojim pouzitim Cévovy véty pro trojihelnik ABC a piimky AA;, BBj,
C(C4 obdrzime
[BC1| |CAL| |ABy| 1
|ACy| |BA;| |CB| ’

|BC1| [CAi| |AB|
|AC1| |BA1| |OB4]

=1

106 Matematika — fyzika — informatika 31 (2) 2022



Obr. 1

Nyni v8ech pét uvedenych rovnosti vynasobime a dostaneme rovnost

|ACs| |BAs| |CBy|

:]_’
|BCy| |CAz| |ABs|

coz vyjadiuje podle Menelaovy véty pro trojuhelnik ABC, Ze body Aa,
B, C5 lezi na jedné pfimce.

Priklad 2

Pro trojuhelnik ABC' a pfimku p, ktera protina pfimky AB, BC, CA
postupné v bodech K, L, M a neprochazi zddnym vrcholem trojihelniku
ABC, plati, ze stfedy P, @, R tuse¢ek KC', AL, BM lezi na téze piimce.

Reseni. Oznacme A, By, Cy postupné stredy stran BC, CA, AB (obr. 2).
Primka, na niZ lezi body By, Ay, P, je rovnobé&zna s pfimkou AB. Analo-
gicky je pfimka, na niz lezi body Bi, C1, @, rovnobézna s pfimkou BC a
primka, na niz lezi body C7, Ay, R, rovnobéZna s piimkou AC.
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Umistime pfimku p napf¥iklad tak, Ze protne strany BC, C'A uvnitf
a tieti bod lezi vné strany AB; pro ostatni polohy pfimky p jsou uvahy
stejné. Podle Menelaovy véty pro trojuhelnik ABC' a pfimku p postupné
plati

|AK| |BL| |CM|

|BK| |CL| |AM|
2|B1P| 2|ChQ| 2|AR|
2|A1P| 2|B1Q| 2|CiR| ’

|B1P| |CiQ| [AR|
|A1P| |B1Q| |CiR|

1.

Posledni uvedené rovnost predstavuje tvrzeni Menelaovy véty pro troj-
thelnik A1 B1C; a pfimku, na niz lezi body P, @, R. Znamena to tedy, Ze
body P, @, R lezi na jedné pifimce.

Obr. 2

Priklad 3 (van Aubelova véta)

Bodem R, ktery lezi uvnitf trojihelniku ABC, jsou vedeny piimky AR,
BR, CR protinajici strany trojuhelniku postupné v bodech L, M, K, jak
ukazuje obr. 3. V takovém piipadé plati rovnost

|AR| |AK| = |AM]|
|LR| |BK| |CM]|

Resend. Zapisme rovnost z Cévovy vty pro trojuhelnik ABC a bod R
a rovnost z Menelaovy véty pro trojuhelnik ABL a prfimku CK, tedy
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rovnosti

AK| |BL| |CM| _ AK| |BC| |LR| _

. = =1
|BK| |CL| |AM| ’ |BK| |LC| |AR|

Odtud plynou rovnosti
|AR|  |BC]| . |AM|  |CL|+|BL| . |AM|
|LR|  |BL| |CM| |BL| |CM|

_|oL] JAM|  |AM|  |AK| @ |AM]|
~|BL| |CM| |CM| |BK| |CM|

V posledni rovnosti jsme opét vyuzili rovnost z Cévovy véty pro troj-
thelnik ABC a bod R.

Obr. 3

K diikazu dalstho piikladu uvedeme pomocnou vétu.

Lemma

V trojahelniku ABC, jehoz délky stran jsou oznaceny obvyklym zpu-
sobem a, b, ¢ (a # b), protne osa vnitintho thlu pi vrcholu C pfimku AB
v bodé K a osa vngjsiho thlu v bodé Ky (obr. 4). Plati tyto rovnosti

|BK1| a |BK2| o a

AR T AR b
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Obr. 4

Diikaz. Prvnirovnost dokdZzeme pomoci sinové véty pro trojahelniky BK;C'
a AK,C ve tvaru

|BC|  sin([gxBK,C|) sin([QAK,C|)  |AC|’
|BK:| _ |BC| _a

|AK,| |AC| b’

Druhou rovnost dokéZeme pomoci sinové véty pro trojuhelniky BKoC
a AK>C ve tvaru

|BK2| sm(|<BCK2D sm(|<IKlCK2| - |§:BCK1|) _

|BC|  sin([gx BK>C|) sin(j<x BK>C)|)

sin([4 BK,C)) T Sn(FAKSC)) | JAC]
‘BKQ‘ - a
|AK,| b

Priklad 4

Tt body K, L, M lezi na jedné ptrimce, jestlize

a) bod K je prusecikem osy vnéjsiho tthlu pfi vrcholu C' a pfimky AB,
bod L je pruse¢ikem osy vnéjsiho uhlu pii vrcholu A a piimky BC' a bod M
je prisecikem osy vngjsiho thlu p¥i vrcholu B a pifmky AC (obr. 5).

b) bod K je prisecikem osy vné&jsiho thlu pii vrcholu C a pfimky AB,
bod L je prise¢ikem osy vnitfniho thlu pfi vrcholu A a pfimky BC a
bod M je prise¢ikem osy vnitfniho dhlu pfi vrcholu B a pfimky AC
(obr. 6).
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Obr. 5

Obr. 6

Reseni. Dikazy v pifpadech a), b) jsou totozné.
Pouzijeme Menelaovu vétu pro trojihelnik ABC a pifimku KL a dale
vySe uvedené lemma. Plati tak
|AK| |BL| |[CM| b ¢ a

. . —2.2.2-1.
IBK| |CL| |AM| a b ¢

Tim je dikaz hotov.

Priklad 5
Stied I kruznice vepsané trojihelniku ABC se stranami délek a, b, ¢
déli osu CK thlu ACB v poméru [CI]: [IK|= (a+b) : c.
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Reseni. Vyuzijeme obr. 3, kde si pouze piedstavime, ze body K, L, M
jsou priiseciky os uhlia s protilehlymi stranami trojuhelniku ABC.
PouZzijeme Menelaovu vétu pro trojuhelnik K BC a p¥imku AL, takze
plati
|BA| |CL| |KI|
[KA| |BL| [CI| ~
Dale vyuzijeme tvrzeni z vySe uvedeného lemmatu, tj. osa thlu troj-
thelnfku déli protilehlou stranu v poméru pfislusnych ptilehlych stran,
coz zde dava rovnost

1.

|BK| _a
|AK| b’
Vyuzitim obou rovnosti dostaneme
|CI| |BA| |CL| |BK|+|KA| |CL| (ngl) b a+b
IK| |KA| |BL| | KAl |BL|

b

C Cc

Priklad 6
Je dan pétithelnik ABCDE, na pfimkach AB, BC, CD, DE, EA lezi
po fadé body K, L, M, N, P, které jsou vSechny ruzné od vrcholi péti-
uhelniku. Prochézeji-li pfimky AM, BN, CP, DK, EL jednim bodem,

pak plati
|AK| |BL| |CM| |DN| |EP|

=1.
|BK| |CL| |DM| |EN| |AP|

Reseni. Oznacme Q@ spoleény priisecik vSech péti sestrojenych riznobéz-
nych primek podle obr. 7. Ozna¢me jesté S(ABC) obsah trojihelniku
ABC. Pro trojuhelniky AQD a BQD plati

S(AQD)  |AK]|
S(BQD) |BK|’

nebot oba trojuhelniky maji spole¢nou stranu QD a vysky k této strané
jsou v poméru |AK]| : |BK|. Analogické rovnosti plati pro dalsi ¢ty dvo-
jice trojuhelnikt. TakZe celkové plati
|AK| |BL| |CM| |DN| |EP| _
[BK| |CL| |DM]| |EN| AP
S(AQD) S(BQE) S(CQA) S(DQ@B) S(EQC)

= 5(BQD) S(CQE) S(DQA) S(EQB) S(AQC)
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Obr. 7

Ulohy k samostatnému feSeni

Uloha 1

Plati analogické tvrzeni jako v piikladu 6 pro konvexni sedmithelnik,
devitithelnik atd., obecné pro libovolny mnohotihelnik s lichym poctem
stran?

Uloha 2

Je dan trojuhelnik ABC'. Osa vnitiniho thlu p¥i vrcholu A a osa vnéj-
§tho thlu pfi vrcholu B se protinaji v bodé P, analogicky osa vnitinfho
ithlu p#i vrcholu B a osa vnéjsiho thlu pfi vrcholu A se protinaji v bodé Q).
Dokazte, ze body P, C, @ lezi na jedné piimce.

Uloha 3

Je dan trojihelnik ABC, jehoZ obsah je 25 cm?. Bod K lezi na piimce
AB za bodem B a plati |AK|: |[BK| = 8: 3. Bod M lezi na strané AC
a plati [AM| : |[CM| = 2 : 3. Bod L je pruse¢ikem piimek BC a KM.
Urcete obsah trojihelniku BK L.

Uloha 4

Je déan ¢tyfahelnik ABCD, stiedy stran AB, BC, CD, DA oznacme
postupné K, L, M, N a stiedy thlopticek AC, BD ozna¢me postupné
P, Q. Jesté oznatme S stied usecky LN. Dokazte, Ze na jedné piimce lezi
body a) K, M, S, b) P, Q, S.
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Navody k reSeni zadanych tloh

Uloha 1: Tvrzeni plati, dikazy lze vést analogicky jako v piikladu 6.
Uloha 2: Bod P lezi na ose vnitiniho thlu p¥i vreholu A, proto ma stejnou
vzdalenost od piimek AB, AC, analogicky P lezi na ose vnéjsiho thlu pfi
vrcholu B, proto ma stejnou vzdalenost od piimek AB, BC. Odsud plyne,

ze P ma stejnou vzdélenost od pfimek AC, BC, takze lezi na ose vnégjsiho
thlu pfi vrcholu C. Totéz plati pro bod Q.

Uloha 3: Podle Menelaovy véty pro trojihelnik ABC a pifmku KM je

|BL| 1
ICL| 4
Je-li v, vyska na stranu AB, je obsah trojuhelniku BK L roven
1 3 1 3 1 3
BKL)=--Z-|AB| - zv. = — - = - |AB|v, = — - 25 cm?® = 2,
S( ) 5% |AB| U= 50 5 |AB| v, 55 5c¢m” = 3 cm

Uloha 4: étyfﬁhelm’k KLMN je rovnobéznik, jeho thlopficky se protinaji

v bodé S. Analogicky PNQL je rovnobéznik, jehoz thlopficky se protinaji
v bodé S.

Zavér

V tomto pfispévku jsme uvedli nékolik dalsich trojic bodu v roviné,
které lezi na téze piimce. K ditkaztim kolinearity jsme opét vyuzivali Me-
nelaovu vétu a Cévovu vétu. Prednostné jsme zde vyuzili piiklady trojic
kolinearnich bodt uvedenych v publikacich [1, 2, 3]. Dalsi zajimavé trojice
takovych bodt uvedeme v navazujicich ¢lancich.
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