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Béhem pandemie covid-19 byla ¢asto diskutovana kapacita testovacich
zalizeni a moznosti, jak ji navysit. Jednou z metod, ktery byla v praxi
skute¢né realizovana, bylo i poolovani. Jedna se o metodu, kdy je smi-
chano a soucasné testovano vice vzorka. V praxi bylo poolovani pouzito
tak, Ze test probihal ve dvou krocich. V prvnim kroku byly testoviny malé
skupiny vzorki (dle doporuceni MZCR o velikosti 6-10 vzorkit). Pokud
néktera skupina byla pozitivni, byl ve druhém kroku testovan kazdy vzo-
rek dané skupiny samostatné. V tomto ¢lanku predstavime metody sku-
pinového testovani (Combinatorial group testing), které stoji na pomezi
mezi matematikou a informatikou a které umoznuji pfimo v prvnim kroku
testu detekovat konkrétni infikované vzorky. Prezentované algoritmy jsou
dostupné zaktm stfednich 8kol a vyuzivaji predevsim vlastnosti zapisu
¢isla v soustavé o jiném zakladu.

1. Skupinové testovani

Metody skupinového testovani (Group testing) byly poprvé predstaveny
v roce 1943 jako nastroj pro ekonomicky vyhodnéjsi testovani vzorku krve
vojakt (Dorfman, 1943). Cilem pouZiti matematickych metod je sniZeni
poctu testi, které je nutné realizovat, oproti stavu, kdyby byl kazdy vzorek
analyzovan samostatné. Je zjevné, ze metody pro testovani krve lze pfimo
prenést na PCR testovani vzorki covid-19. Ukazuje se vSak, Ze metody,
které byly puvodné pfipraveny pro potieby zdravotnictvi, jsou uplatnitelné
v mnoha dalsich oblastech, jako je kontrola kvality vyrobku ¢i prohledavani
souborovych ulozist.

V tomto textu se budeme nejprve zabyvat pouze piipady, kdy vSechny
testy musi probihat v jednom okamziku a pocet ,infikovanych* vzorki je
velmi maly. Predstavime znamé algoritmy na nalezeni jednoho, dvou a t¥i
yinfikovanych® vzorkt. Pri¢emz u testu sméfujicim k nalezeni tii infiko-
vanych vzorkid predstavime test v drobné modifikaci, kterda v nékterych
pripadech prinési zlepSeni oproti doposud znamym testtim. V navrzenych
metodach, na rozdil od soucasnych pozadavki praxe, neuvazujeme zadné
omezeni na pocet vzorki, které lze smichat a testovat soucasné.
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2. Nalezeni jednoho vadného vzorku

Na pfipadu jednoho infikovaného vzorku si predstavime postupy, které
jsou pri skupinovém testovani pouzivany a otazky, které si miazeme v sou-
vislosti s testovanim klast.

Cilem je nalézt jeden ,infikovany“, resp. ,,vadny* vzorek mezi n vzorky.
Ulohu Ize rozdélit na dva piipady, na piipad, kdy vime, Ze je pravé jeden
vzorek infikovan a pripad, kdy muze predpokladat, Ze je nejvySe jeden
vzorek infikovan. Dalsi dalezitou otazkou je, zda test dokaze odhalit pripad,
kdyby mezi vzorky bylo vice infikovanych a upozornit na tuto skutecnost.

Uloha tohoto typu je ¢asto FeSena, ¢tenaitim doporu¢ujeme piedeviim
knihu Dennisa E. Shashy, kde téma testovani krve predstavuje pomérné
atraktivni formou (Shasha, 2005, s. 30-35).

Uloha 1

Predpokladejme, ze mame n = 27 vzorki, pfi¢emz pravé jeden z téchto
vzorki je infikovany. Navrhnéte postup, jak pomoci co nejmensiho pocétu
testi zjistit, o ktery vzorek se jedna, za predpokladu, ze v pribéhu jednoho
testu miuzete smichat vice vzorka dohromady a test vyjde pozitivni pravé
tehdy, kdyZ jeden ze vzorka byl infikovan.

Resent. Kazdému ze vzorki prifadime index X = X,_; ... Xy, ktery od-
povida zéapisu jeho poradového ¢isla v binarni soustavé, tedy X, € {0,1}.
Nyni sta¢i provést pravé q testl, pfiCemz v testt i, 0 < ¢ < g, otestujeme
v8echny vzorky, pro jejichZz index plati X; = 1.

Protoze ze zadani vime, Ze pravé jeden ze vzorku je pozitivni, muzeme

snadno sestavit jeho index. Pokud X; = 1 v pfipadé, Ze test ¢ byl pozitivni,
v opa¢ném piipadé X; = 0.
Diskuze FeSeni. Takto navrzeny algoritmus je velmi efektivni, dokaZe na-
lézt konkrétni infikovany vzorek v ¢ase O(logyn), tedy napiiklad mezi
tisicem vzorki je schopen infikovany identifikovat na zakladé pouhych 10
testi. Na druhou stranu v kazdém testu musi byt vzdy zahrnuta polovina
sledovanych vzorkt, coz mutze prevySovat technické moznosti realizace.

Test v predlozené podobé neni schopen rozligit piipad, kdy mezi na-
kazenymi vzorky neni zadny infikovany od pfipadu, kdy ma infikovany
vzorek pofadové ¢islo 0. Tento problém by bylo mozné odstranit pfidanim
jediného testu.

Stejné tak neni test schopen identifikovat, zda mezi testovanymi vzorky
neni vice nez jeden infikovany. Tento problém by §lo fesit pomoci zdvoj-
nésobeni poctu testl, kdy pro kazdou pozici X; by jeden test ovéfoval,
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vzorky pro které X; = 1 a druhy X; = 0. Takto upraveny test by byl scho-
pen urcit, zda jsou v8echny vzorky negativni, rozpoznat infikovany vzorek
za predpokladu, Ze je pravé jeden a urcit, Ze v testované sadé je vice nez
jeden infikovany vzorek. Tato situace nastéava v piipadé, kdy pro nékteré
i budou oba testy spojené s touto pozici pozitivni. Ve specialni piipadé,
kdy tato situace nastane pravé pro jedno i, je test schopen presné uré¢it i
oba infikované vzorky.

3. Nalezeni dvou vadnych vzorku

V rozsifeném testu z predchoziho pfikladu mize ale nastat situace, kdy
oba testy vyjdou pozitivni pro dvé (a vice) raznych pozic. Piedpokladejme,
ze oba testy vychézi pozitivni pro pozice i a j a testovana sada obsahuje
pravé 2 infikované vzorky. Za této situace nemame zadny indikator, dle
kterého by bylo mozné rozhodnout mezi moznosti, Ze jeden z infikovanych
vzorkii mé na pozicich i a j kombinaci (0,0) a druhy (1,1) a moznosti, Ze
prvni ze vzorkd m4 na pozicich i a j kombinaci (1,0) a druhy (0,1).

V nejhor§im mozném piipadé muze nastat situace, kdy vSechny testy
vyjdou i pfi pouhych dvou infikovanych vzorcich pozitivné, a to v pri-
padé, kdy prvni vzorek ma index X, ;... Xp a druhy X ;... Xj, kde
{X; X[} ={0,1} pro v8echna i.

Tuto situaci lze samoziejmé Fesit tak, ze budeme pro kazdou dvojici in-
dexi testovat, kterd z moznosti nastava. Ve skute¢nosti vSak neni potieba
testovat v8echny piipady, které pro danou dvojici mohou nastat, ale pouze
jeden z nich, tedy by stacilo pridat (%) testi, kde pro dvojici (4, j) by byly
testovany vSechny vzorky, kde X; = 1 = X;. Napfiklad pro otestovani jiz
vysSe zmihovaného tisice vzorka by stacilo pfidat 65 testi. Takto navrzeny
test vSak jde jesté vylepsit.

Uloha 2

Predpokladejme, ze mame n = 37 vzorku, pfi¢emz nejvyse dva z téchto
vzorki jsou infikované. Navrhnéte postup, jak pomoci co nejmensiho poctu
testi zjistit, o ktery vzorek se jedna, za predpokladu, ze v pribéhu jednoho
testu muzete smichat vice vzorka dohromady a test vyjde pozitivni pravé
tehdy, kdyZ jeden ze vzorka byl infikovan.

Reseni. Kazdému ze vzorki piifadime index X = X, ... Xo, ktery odpo-
vida zapisu jeho pofadového ¢isla v soustavé zakladu 3, tedy X, € {0,1, 2}.
Soucasné provedeme 3q + (g) testli. Jednu skupinu testit budou obsahovat
testy, ve kterych budeme vzdy pro kazdou pozici testovat vSechny vzorky,
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kde X; = j, j = 1,2,3. Téchto testi je 3¢g. Druhou skupinu testi budou
obsahovat testy, ve kterych pro kazdou dvojici indext (7,), 0 <i < j < ¢,
testujeme vSechny vzorky, pro néz X; = X;.

Pokud zZadny z prvni skupiny testti nevysel pozitivni, testovana skupina
neobsahuje zadny infikovany vzorek. Pokud pro kazdou pozici vysel pravé
jeden pozitivni test, obsahuje testovana skupina préavé jeden infikovany
test a jeho index na kazdé pozici odpovida testu, ktery byl pozitivni.

Pokud u praveé jedné pozice vysly dva pozitivni testy a pro ostatni pozice
jen jeden pozitivni test, obsahuje testované skupina dva infikované vzorky
a jejich indexy uré¢ime snadno.

Zbyvéa tedy diskutovat pripad, Ze pro dva a vice pozic vySly dva pozitivni
testy (t¥i nemohou vyjit, protoZe soubor obsahuje nejvyse dva infikované
vzorky).

Pfedpokladejme, Ze pro pozice i, j vysly prvni skupiné testu vzdy dva
pozitivni testy. Mohou nastat pouze dva piipady:

1. Pro oba indexy vysly pozitivni testy pro stejné dvé ¢islice (ozna¢me je

a, b), mohou tedy nastat dvé situace:

a. Oba infikované vzorky maji na pozicich 4, j stejné &islice a test
s indexem (4, j) z druhé skupiny testl je pozitivni.

b. Oba infikované vzorky maji na pozicich ¢, j rtizné ¢islice a test s in-
dexem (4, 7) z druhé skupiny testt je negativni.

2. Pro oba indexy vysly pozitivn{ testy pro rtzné dvojice ¢islic. Protoze
ale mame k dispozici jen t¥i rtzné &islice, musi byt testy pro jednu
z Cislic pozitivni pro oba indexy. Predpokladejme tedy, ze pro index ¢
vysly pozitivni testy pro éislice a, b a pro index j vySly pozitivni testy
pro ¢cislice b, c. Opé&t mohou nastat jen dvé situace:

a. Jeden infikovany vzorek ma v indexu na pozicich ¢, j €islice (a,c)
a druhy vzorek méa na téchto pozicich ¢islice (b,b) a test s indexem
(i,7) z druhé skupiny testii je pozitivni.

b. Jeden infikovany vzorek ma v indexu na pozicich i, j &islice (a,b)
a druhy vzorek mé na téchto pozicich ¢islice (b, c) a test s indexem
(4,4) z druhé skupiny testd je negativni.

Diskuze. Prechod od binarni soustavy k soustavé o zakladu tii pfinesl
vyznamné vylepSeni testu, napf. pro vySe zmifiovanych 1000 vzorka po-
tfebujeme 42, tedy o 23 testti méné, nez u predchoziho algoritmu. Na-
vic v kazdém testu postaci testovat tfetinu vSech vzorki, oproti poloviné
u predchoziho testu. Efektivita celého testu vychézi z ¢iselného zékladu,
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ktery byl zvolen tii pravé proto, aby bylo mozné rychle testovat ptripady
dvojic.

4. Nalezeni tii vadnych vzorka

Eppstein, Goodrich & Hirschberg (2007) pfedstavili ve svém ¢lanku
algoritmus, ktery je schopen nalézt az t¥i vadné vzorky. My zde v tomto
¢lanku predstavime mirné vylepSenou verzi tohoto algoritmu, ktera spociva
v tom, Ze algoritmus modifikujeme pro soustavy o rizném zékladu.

Mgjme n = k% vzorkiu, které budou ocislovany pomoci ¢isel v sou-
stavé o zakladu k, tedy pomoci ¢isel ve tvaru X = X,_;...Xo s ¢isli-
cemi X, € {0,1,...,k—1}. Nyni X pfedstavuje konkrétni ¢islo z mnoziny
{0,1,...,n — 1}, p pozici &islice v zapise ¢isla (tedy p € {0,1,...,q — 1}),
a v je ¢islici v dané soustavé (tedy v € {0,1,...,k —1}).

Nyni sestavime matici M tak, Ze bude mit n sloupcii (tedy kazdy slou-
pec odpovida jednomu vzorku) a kazdy jeji fadek odpovidé jednomu testu.
Radky budou obsahovat pouze nuly a jednicky. Pokud je ve sloupci nula,
nen{ piisludny vzorek zahrnut do testu, pokud je ve sloupci jednicka, nao-
pak pfislusny vzorek je soucasti testu.

Matice M méa k2 (g) fadki. Radek (p,p’,v,v") matice M je spojen s po-
zicemi ¢islic p a p’ (kde p < p’) a &islicemi v a v'. M[(p,p’,v,v"), X] =1,
pravé kdyz X, =v a X, =v'.

Nyni oznaéme testys(p, p’,v,v’) vysledek (1 pro pozitivni a 0 pro ne-
gativn{) testu, ktery odpovida radku (p,p’,v,v") v matici M. Pro tplnost
dodefinujme pro p’ > p, Ze testps (p’, p,v,v") = testpr (p,p’, v,0").

Pomoci funkce testy; miazeme definovat nasledujici t¥ funkce:

test g (p, v) mé hodnotu 1 pokud néjaky test ukazuje na pozitivni vzorek,
ktery mé ¢islici v na pozici p a hodnotu 0, pokud takovy test neexistuje.
Jinymi slovy testp(0,v) = 0, pravé kdyz Zi:ol testas(0,1,v,4) = 0, jinak
testp(0,v) = 1.

f L k-1 ) .

Pro p > 0, testg(p,v) = 0, pravé kdyz >, testas(0,p,i,v) = 0, jinak
testg(p,v) = 1.

test1(p) predstavuje pocet &islic, pro které byl detekovan pozitivni vyskyt
na pozici p. Tedy, testl(p) = Zf;ol testp(p, 0).

test2(p, p’) oznadime podet usporadanych dvojic &islic, pro které je za-
znamenén pozitivni vyskyt na uvedenych pozicich. Jinymi slovy

k—1k—-1

teSt2(p7p/) = Z Z teStM(p7p/7 7’7])

i=0 j=0
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Nyni uréime pocet vadnych vzorku a jejich ¢iselné oznaceni.

Necht T' = max(test1(p)).

Pokud T' = 0, nejsou v souboru zadné vadné vzorky.

Kdyz T = 1, pak test 1(p) = 1 pro v8echna p. Ozna¢me X, takovy
prvek, pro ngjz testp(p, X,) = 1. Pak existuje pravé jeden vadny vzorek
X =X4-1... Xo.

Kdyz T = 3, pak existuji pravé 3 vadné vzorky. Necht p je takové, Ze
testl(p) = 3 a X,,, Xp,, Xp, takové, ze testg(p, Xp,) = 1. Pak pro kazdé p’
rizné od p a X, existuje prave jedno X, tak, Ze test (p, ', Xp, Xp) =1
Hledané vadné vzorky pak odpovidaji ¢islim X; = X 41y, ... Xo,.

Zbyvé tak vyresit pripad, kdy T = 2. Mohou nastat dva pripady,
max(test2(p, p’)) = 2 a max(test2(p,p’)) = 3.

Necht max(test2(p,p’)) = 3. Potom existuji pravé tii vadné vzorky.

Necht p, p' je takové, ze test2(p,p’) = 3 a X, Xp,, X, X,y takové, ze
testar (p,p', Xp,, Xpr) = 1 a testp(p, Xp,) = 1. Potom pro kazdé p’ rizné
od p a Xp, existuje pravé jedno X, takové, zZe testa (p,p', Xp,, Xpr) = 1.
Pak jeden hledany vzorek odpovida ¢islu X = X(,_1), ... X(0;). U dalSich
dvou vadnych vzorkt zname ¢islici na pozici p (ktera je u obou vzorku
stejnd) a na pozici p’, kde se ¢islice vadnych vzorku lisi. Vhodnou kombi-
naci obou vlastnosti miZeme opét s pouzitim funkce test; urcit u vadnych
vzorki ¢&islice na vSech ostatnich pozicich.

A nakonec zbyva vytesit pfipad, kdy T = 2 a max(test2(p,p’)) = 2.
Ukézeme, Ze v tomto piipadé existuji pravé dva vadné vzorky, jejich uréeni
pak neni naroc¢né.

Predpokladejme, Ze existuji 3 vadné vzorky a p je takové, Ze test1(p) = 2.
Potom jeden vzorek (nazvéme ho A) ma na pozici p &islici v a dalsi dva
vzorky (nazvéme je B a C) zde maji ¢islici u (riznou od v). ProtoZe
vzorky B a C jsou rizné, musi existovat pozice p’, na které maji roz-
dilné ¢islice. Potom ale test2(p,p’) = 3, coZz je ve sporu s predpokladem
max(test2(p,p’)) = 2.

5. Diskuze

Algoritmus jsme predstavili v podobé, kdy si mtuzeme volit zaklad sou-
stavy, ve které Cislujeme jednotlivé vzorky. V situaci, kdy pocet vzorku
neni presné k7, miZzeme doplnit sestavu neutralnimi vzorky do nejblizsi
mocniny ¢isla k a nésledné postupovat pfesné dle predlozeného algoritmu.

Algoritmus je samoziejmé nejefektivnéjsi v okamziku, kdyZ pocet vzorku
je mocninou zvoleného zékladu. V néasledujici tabulce pro mocniny malych
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¢isel ukazujeme, kolik testi je pfi rizném zakladu potieba pro nalezeni tii
vadnych vzorki.

16 | 25 | 27 | 32 | 64 | 81 | 125 | 128 | 243 | 256 | 512 | 625 | 729 | 1024
k=2 |24 40 | 60 84 112 | 144 180
k=3 27 54 90 135

16 48 96 160
k=5 25 150

Z uvedené tabulky vidime, ze v nékterych pripadech miZe byt pocet
testlt vétsi, nez pocet testovanych vzorki. Potom je samoziejmé efektiv-
néjsi testovat kazdy vzorek samostatné. S nariistajicim poctem vzorki se
pouziti navrzeného algoritmu, oproti samotnému testovani kazdého vzorku
samostatné, stava stile vyhodnéjsim. Vidime také, Ze pocet potiebnych
kroku je velmi zavisly na bézi, kterou volime, napiiklad pro 625 vzorkiu
je vyhodné&jsi pouzit bazi 3 (a testovat vlastné 729 vzorki), neZ pouZit
béazi o zakladu 5, kterd by se v tomto pfipadé nabizela, ale vyzadovala
0 15 testi vice.

6. Zavér

Prace s daty a algoritmizace patii mezi zakladni témata, kterym se ma
vénovat nové koncipovany pfedmét Informatika. V ¢lanku jsme predstavili
nékolik algoritmi, které vychéazi z problémi praxe a které se uvedenym
tématim vénuji. Jejich vyhodou je, Ze jsou relativné jednoduché, vyuzi-
vaji pouze zakladni matematické znalosti (pfedevsim zapis ¢isla v soustave
o jiném zakladu), zaroven velmi srozumitelné oteviraji otazky spojené se
spravnosti a efektivitou algoritmu, které jsou pro rozvoj algoritmického
mysleni zasadni.
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