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72. rotniku MO (kategorie A, B, C)

KATEGORIE A

A-T1
V oboru realnych ¢isel feste soustavu rovnic

2 + |y| = 2022,
3y + [22] = 2023.

(Symbol |a| znaéi dolni celou édst redlného ¢isla a, tj. nejveétsi celé éislo,
které neni vétsi nez a. Napt. |1,9] =1 a [-1,1] = —2.)
(Jaroslav Svrcek)
A-1-2
Je dan ostroihly trojihelnik ABC. Na polopiimkéch opa¢nych k C'A
a BA lez{ postupné body B’ a C' tak, ze |B'C| = |AB| a |C'B| = |AC].
Dokazte, Ze stied kruznice opsané trojuhelniku AB’C’ lezi na kruZnici
opsané trojuhelniku ABC.
(Patrik Bak)

A-1-3
Pro dané kladné celé ¢islo n uvazme obdélnikovy hraci plan 2n x 2 a na
ném 2n zetonu ocislovanych 1,2,...,2n a rozmisténych jako na obrazku

vlevo. V jednom tahu je mozné posunout jeden zeton z jeho policka na
policko sousedici stranou, pokud je prazdné. Kolika nejméné tahy lze z pu-
vodniho rozestaveni ziskat rozestaveni na obrazku vpravo?
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(Josef Tkadlec)
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A-T-4

Jsou déna dveé licha pfirozena ¢isla k a n. Martin pro kazda dvé pfirozena
¢islad, j spliujici 1 <i < kal < j <nnapsal natabuli zlomek i/j. Urcete
medidn vsech téchto zlomki, tedy takové realné ¢islo ¢, ze pokud vSechny
zlomky na tabuli sefadime podle hodnoty od nejmensi po nejvétsi (zlomky
se stejnou hodnotou v libovolném poradi), uprostied tohoto seznamu bude

zlomek s hodnotou q.
(Martin Melicher)

A-TI-5
Je dan ostrouhly ruznostranny trojihelnik ABC. Osa vnitiniho 1ihlu

u vrcholu A a osy stran AB, AC vymezuji trojuhelnik. Dokazte, ze prusecik

jeho vysek lezi na téznici z vrcholu A.
(Josef Tkadlec)

A-1-6
Uvazujme posloupnost (a,)5 ; definovanou nasledovné:

a1 =3 a a, =a162a3...0a,_1 — 1 pro vSechna n > 2.

Dokazte, ze existuje
a) nekoneéné mnoho prvocisel délicich alespoii jeden ¢len této posloup-
nosti;
b) nekonetné mnoho prvoéisel nedélicich zadny ¢len této posloupnosti.

(Martin Melicher)

KATEGORIE B

B-I-1
Na tabuli napiSeme deset navzajem ruznych piirozenych ¢isel. V kazdém
kroku nejdiive podtrhneme kazdé ¢islo, které neni souctem zadnych dvou
ruznych ¢isel napsanych na tabuli, poté vSechna podtrzend Cisla smazeme.
Naptiklad:
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a) Dokazte, ze pro libovolnych deset napsanych ¢isel zustane po koneéném
poctu kroku tabule prazdné.

b) Urcete nejvétsi pocet kroku, po jejichz provedent jesté nemusi zustat
tabule prazdnd. Uved'te piifklad deseti &isel, pro néz tohoto poctu
dosdhneme.

(Patrik Bak)
B-1-2
Oznaéme M pocet vSech moznych vyplnéni tabulky 3 x 3 navzdjem
ruznymi prirozenymi ¢isly od 1 do 9. Déle oznaéme L pocet téch vyplnéni,
kde jsou navic soucty vSech ¢isel v kazdém tadku i sloupci licha éisla.
Urcete pomér L : M. .
(Jaromir Simsa)
B-1-3
Urcete vSechny dvojice (a,b) redlnych éisel, pro néz maji kvadratické
trojcleny
Plz)=2>4+ax+b a Qx)=2>+br+a

nasledujici vlastnost: kazda z rovnic
aP(z) +bQ(z) =0 a aQ(z)+bP(x)=0
je kvadratickou rovnici s dvojnasobnym kotenem. 5
(Jaroslav Svrcek)
B-1-4
V konvexnim pétithelniku ABC'DFE plati
BC || DE, CD| AE, |XBAD|=|xDAE|, |XCBD|=|xDBA|.
Dokazte, ze |CD| = |DE].
(Patrik Bak)

B-1I-5
Zkoumejme trojice (a,b,c) kladnych celych ¢isel splaujicich podminku
ab = 2.
a) Pro kazdé prvocislo p uved'te ptiklad trojice (a, b, ¢), pro kterou plati
rovnost a + b — 2¢ = p.
b) Dokazte, ze pro kazdou trojici (a, b, ¢) je a + b+ 2¢ slozené ¢islo.

(Josef Tkadlec)
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B-1-6
Je dan trojuhelnik ABC s pravym uhlem pfi vrcholu B. Ozna¢me [
stfed kruznice jemu vepsané, M stied prepony AC a X prusecéik piimky
IM s piimkou BC. Dokazte, ze pokud lezi body B, I, M, C na jedné
kruznici, je trojihelnik ABX rovnoramenny.
(David Hruska)

KATEGORIE C

C-1-1
Uvazujme 2022 zlomku
0 1 2 2021
20227 20217 2020° 7771

ve tvaru podilu dvou celych nezapornych ¢isel, jejichz soucet je pro kazdy
zlomek roven 2022. Kolik z nich nabyva celo¢iselné hodnoty?
(Jaroslav Zhouf)

C-1-2
Sebestova mé z pétiminutovek primeér znamek presné 1,12. Dokazte, 7e
z nich m4 aspon 22 jednicek. (Mozné zndmky jsou 1, 2, 3, 4, 5.)
(Josef Tkadlec)

C-1-3
V trojihelniku ABC oznatme M stied strany AB, N stied strany AC
a P stted tsecky M N. Dokazte, ze
pokud |MN| = |AP|, pak BP 1L CP.

(Patrik Bak, Eliska Macdkovd)

C-I4
Mach hraje néasledujici hru. Na zacatku je na stole k hromadek, na
nichz je postupné 1,2,3,...,k zetonu. V kazdém tahu vybere libovolné

dvé hromddky a odstrani z obou stejny pocet zetonu. Jeho cilem je, aby
na stole zustal jediny Zeton. Muze se mu to podafit
a) pro k = 10,
b) pro k =117
(Radek Horensky)
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C-1-5

Necht ABCDE je pravidelny pétithelnik. Priseéik ihlopiicky AC s osou
strany AB ozna¢me F. Dokazte, Ze trojihelniky ABC a C' DF maji stejny
obsah.

(David Hruska)

C-1-6
Urcete nejveétsi pfirozené ¢islo n > 10 takové, ze pro libovolnych 10
ruznych ¢éisel z mnoziny {1,2,...,n} plat{ ndsledujici tvrzeni: Neni-li ani

jedno z téchto 10 ¢&isel prvocislem, pak je soucet nékterych dvou z nich
prvocislem.

(Jan Mazak)
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