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Jiz na zakladni a déle i na stfedni skole se zaci seznamuji se tfemi diile-
zitymi vétami z geometrie pravothlého trojihelniku. Jsou jimi Eukleidovy
véty (o odvésnach a o vysce) a Pythagorova véta.

Diive nez pripomeneme jejich znéni, zavedeme nasledujici oznaceni,
které budeme vyuzivat v celém prispévku. V libovolném trojahelniku ABC,
jehoZ pata vysky D z vrcholu C je vnitfnim bodem strany AB, budeme
delky jeho stran znacit a = |BC|, b = |CA|, ¢ = |AB| a déle ¢, = |BD|,
¢ = |AD| a v, = |CD| — stejné jako v pravouhlém trojahelniku ABC
s preponou AB na obr. 1.

C

A Cb D Ca B
Obr. 1
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Véta 1 (Eukleidova — o odvésnéch)
Je-li ABC pravouhly trojihelnik s pfeponou AB, pak plati rovnosti

a’ =c-cq, V¥ =c-c. (1)
Véta 2 (Eukleidova — o vysce)
Je-li ABC pravouhly trojahelnik s pfeponou AB, pak plati vztah
V2 =cq - (2)

Véta 3 (Pythagorova)
Je-li ABC pravotuhly trojahelnik s pfeponou AB, pak pro délky jeho
odvésen a, b a délku ¢ pfepony plati rovnost

a’+b? =2 (3)

V nékterych ucebnicich matematiky pro 7S a SS se mizeme setkat
s alternativnimi formulacemi vyse uvedenych t¥{ v&t. Napf. v [1] je Pytha-
gorova véta formulovana nasledovné:

Véta 3’/
V kazdém pravotuhlém trojihelniku je druhd mocnina délky pFepony
rovna sou¢tu druhych mocnin délek obou odvésen.

V této formulaci Pythagorovy véty se vSak primérnému zakovi muze
ztracet struktura této véty, v niz se jedna o sloZenou vyrokovou formu ve
tvaru implikace.

Diikazy prvnich dvou vét (véta 1 a 2) se opiraji o uziti podobnosti troj-
tthelnikt. Snadno se totiz vidi (obr. 1), Ze podle véty wu plati

AABC ~ ACBD ~ ANACD.

Uvedenim odpovidajicich podobnostnich pomérii dostaneme (po jejich snad-
né tpravé) piimo vztahy (1) a (2).
Ze vztaht (1) a z rovnosti ¢, + ¢, = ¢ pak plyne pifmo (3). Plati totiz
>+ =c-cq+c-cp=clcqg+cp) =2,
coz dokazuje tvrzeni véty 3 (Pythagorovy).

Cilem dalsi ¢asti naseho pfispévku je poukazat na vyuziti nékdy méné
akcentovanych — obracenych vét k vétam 1-3, a to zejména pri feSeni kon-
krétnich dloh. NiZze uvedend trojice tvrzeni (vét) je totiz z praktického
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hlediska mnohem vice vyuziteln& nez jen napf. pti dikazech kolmosti dvo-
jice pfimek (usefek) nebo k ovéfeni skutecnosti, Ze trojuhelnik s danymi
prvky je pravotuhly.

V nasledujicich dvou vétach (véty 4 a 5) budeme predpoklddat, ze pata D
vysky z vrcholu C' v trojuhelniku ABC' je vnitinim bodem jeho strany AB
(obr. 2).

a
A Cp D Ca B

Obr. 2

Véta 4 (obracena véta k Eukleidové vété o odvésnach)
Jestlize v trojihelniku ABC plati a? = ¢- ¢, nebo b? = c- ¢, pak tento
trojthelnik je pravouhly s pravym thlem pii vrcholu C.

Diikaz provedeme pouze za predpokladu rovnosti a? = c-¢, (v p¥ipadé rov-
nosti b2 = ¢ ¢, lze postupovat analogicky). Z dané rovnosti v piedpokladu
véty tak plyne

Protoze navic

X ABC| = |xCBD|,
jsou trojuhelniky ABC a C'BD podle véty sus podobné. Vzhledem k tomu,
7e thel BDC je pravy (obr. 2), je pravy také tthel BCA, tj. trojuhelnik
ABC je pravothly s pravym thlem pii vrcholu C, coZ jsme chtéli dokéazat.

Véta 5 (obracena véta k Eukleidové vété o vysce)
Necht v trojuhelniku ABC plati v2 = ¢, - ¢, pak tento trojthelnik je
pravouhly s pravym thlem p¥i vrcholu C.
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Drikaz. Podle predpokladu véty plati

Ve Cp

Ca Ve

Odtud plyne, Ze trojihelniky ADC a CDB jsou podobné (sus), nebot
plati [ ADC| = |[xCDB| = 90° (vnitini thly pfi vrcholu D v obou troj-
tthelnicich jsou pravé, viz obr. 2). Pak ale |XCAD| = |[XBCD| = a a
|XCBD| = |[XACD| = B, viz obr. 2. Pro soudet vnitfnich ahlid v troji-
helniku ABC pfitom plati

a+ B+ (a+B) =2(a+ p) =180°,

tedy [ BCA| = a+ 8 = 90°, coz znameni, Ze trojihelnik ABC' je pravo-
uhly s pravym thlem p#i vrcholu C. Tim je dikaz uzavien.

Véta 6 (obracena véta k vété Pythagorove)

Jestlize pro délky a, b, c stran trojuhelniku ABC plati a? +b? = ¢2, pak
je tento trojuhelnik pravouhly s pravym thlem pii vrcholu C.
Diikaz. Protoze plati a® + b = ¢2, je (a < ¢) A (b < ¢). Kromé toho plati
také

(a+0b)* = (a® +b*) + 2ab = ¢* + 2ab > *.

Odtud plyne a + b > ¢, coz predstavuje nutnou a postacujici podminku
pro existenci trojuhelniku ABC o stranach délek a, b a c.

Podle predpokladu pro délky a, b, ¢ stran trojuhelniku ABC plati
a? +0? =2 (4)
Uzitim kosinové véty v trojihelniku ABC' dostavame také
a® + b* — 2abcosy = ¢, (5)

kde v = | BCA|. Odettenim (5) od (4) pak po upravé obdrzime cosy = 0,
tj. v = 90°. To znamena, Ze trojihelnik ABC' je pravouhly s pravym thlem
pri vrcholu C, ¢imz je diukaz této véty ukoncen.

Zavérem uvadime trojici prikladi, v jejichz feSenich najdete pfimé apli-
kace vyse uvedenych zakladnich vét o pravothlém trojuhelniku. Posledni

z piikladt je uréen c¢tenaitim k samostatnému procviceni prezentované
problematiky.
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Priklad 1

Necht AC a BD jsou navzajem kolmé tusecky, které se protinaji v bodé P,
pro ktery plati |AP|: |CP| =1:4 a |BP| = |DP| = 4. Ur¢ete délku uhlo-
pricky AC ¢étyttuhelniku ABCD, ktery je tétivovy.

Resent. Ze zadani je patrné, ze ¢tyithelnik ABCD je deltoid, ktery je
osové soumérny podle piimky AC. Tento deltoid je tétivovy, praveé kdyz je
jeho thlopficka AC priamérem kruZnice tomuto deltoidu opsané, tj. pravé
kdyZ oba jeho vnitini ahly pii vrcholech B a D jsou pravé (jedna se tedy
o Thaletovu kruznici sestrojenou nad primérem AC).

Ozna¢me u = |AP|, pak |CP| = 4u (obr. 3). Podle véty 2 (Eukleidova
véta o vysce) v pravoihlém trojihelniku ABC plati

16 = 4> = |BP|?> = |AP| - |CP| = u - 4u,
tj.
4u? = 16.
Kladnym kofenem této ryze kvadratické rovnice je u = 2. Plati tedy

|AC| = |AP|+|CP| =u+4u =2+ 8 = 10.

D

B
Obr. 3

ZAVER. Uhlopiictka AC étyfuhelniku ABC D, ktery vyhovuje podminkam
ilohy, ma délku 10.
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Priklad 2

Necht AC a BD jsou navzajem kolmé tusecky, které se protinaji v bodé P,
kde |AP| = 27, |BP| = 64, |CP| = 48, |DP| = 36. Dokazte, ze ABCD je
pravouhly lichobéZnik s pravymi thly p¥i vrcholech C a D.

Resend. P feSeni této tlohy Ize zvolit nékolik moznych postupt, které se

Seni v8ak bezesporu pat¥i dvoji vyuziti véty 5 (obracené véty k Eukleidove
vEté o vysce).

V trojuhelniku BCD je patou vysky z vrcholu C priseéik P obou da-
nych, navzajem kolmych tsefek AC' a BD. Podle véty 5 tedy v trojuhel-
niku BC'D (obr. 4) plati

2304 = 48% = |CP|* = |BP| - |DP| = 64 - 36,

a proto je thel BC'D (podle véty 5) pravy.
D

36

27 48

64

B
Obr. 4

Podobné v trojihelniku AC'D s patou P vysky z jeho vrcholu D plati
1296 = 362 = |[DP|* = |AP| - |CP| = 27 - 48,
a tedy i ithel CDA je pravy.
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Tim jsme dokézali, ze ABCD je pravouhly lichobéznik s pravymi thly
pii vrcholech C' a D a se zékladnami BC' a DA (BC' || DA).

Jiné fesent vyuziva nejprve vétu 3 (Pythagorovu) v pravouthlych trojtuhel-
nicich BCP, CDP a DAP s pravymi uhly pfi vrcholu P. Plati tak
|BC|* = |BP)? +|CP|* = 64% 4 482 = 4096 + 2 304 = 6 400,
|CD|? = |CP|* + |DP|? = 48% + 36 = 2304 + 1296 = 3600,
|IDA* = |DP|* 4 |AP|* = 36% 4 27 = 1296 4 729 = 2025.
Dale pro délky stran trojuhelnika BC'D a AC' D pouZijeme obrdcenou vétu
k vété Pythagorové (véta 6). Plati, viz obr. 4,
6400 + 3600 = |BC|? + |CD|* =
= |BD|?> = (|BP| +|DP|)* = (64 + 36)? = 10000

a také

2025 + 3600 = |AD|*> + |CD|* =
= |AC|? = (|JAP| + |CP|)* = (27 + 48)* = 5625.
Odtud plyne, ze oba trojuhelniky BCD a ACD jsou pravouhlé s pre-

ponami po fadé BD a AC, a tudiz ABCD je pravouhly lichob&Znik se
zakladnami BC' a DA, coz jsme chtéli dokazat.

Piiklad 3 (XVII Olimpiada Matematyczna Juniorow, 2021/2022, viz [2])

Jsou déany dvé navzajem kolmé usecky AB a CD, které se protinaji
v bodé P. Je znamo, ze |AC| = |BD|, |AD| = |BP| a |DP| = 1. Urcete
délku usecky C'P.
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