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Parametrické kmitani oscilatoru

OLDRICH LEPIL
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Obsahem uciva o mechanickém i elektromagnetickém kmitani jsou dva
druhy kmitani, které se lisi tim, jak oscilatoru dodavame z vnéjsku energii.
Je to jednak wvlastni kmitdni, kdy oscilatoru energii doddme jen v poca-
teénim okamziku a pak oscilator tlumené kmita, jednak nucené kmitdni,
pfi némz oscilatoru dodavame energii nepretrzité a oscilator kmita s kon-
stantni amplitudou a s frekvenci zdroje nuceného kmitani. U¢ivo o nuce-
ném kmitani zpravidla konéi vykladem rezonance a poznatkem, zZe ampli-
tuda nucenych kmitia dosahuje maxima pti shodé vlastni thlové frekvence
oscilatoru a frekvence zdroje, ktery kmity v oscilatoru vynucuje. V tomto
prispévku vénujeme pozornost tfeti moznosti, kterou je parametrické kmi-
tani oscilatoru.

1. Parametrické kmitani kyvadla

Jako nézorny ptiklad podminky, pfi niz lze dosdhnout rezonance me-
chanického oscilatoru, se obvykle uvadi pohyb détské houpacky. Tu roz-
kmitdme vychylenim z rovnovazné polohy a dalsim periodickym vnéjsim
silovym puisobenim, napf. iderem do houpacky rukou. Tyto silové impulsy
museji mit stejnou periodou, jakou méa houpacka. Amplituda houpacky pak
zistane konstantni, nebo se i mtize postupné zvétsovat. Kazdé dité ma vsak
zkuSenost, ze k rozhoupani nepotiebuje trvalého pomocnika u houpacky,
ale Ze stac¢i, kdyz houpacku jen trochu rozhoupneme a pak si dité dokaze
amplitudu kmiténi zvétSovat samo. Déje se to tak, ze dité, které napt. na
houpadce stoji, pii pohybu z nejvétsi vychylky (bod A na obr. 1) piejde
do dfepu a naopak pfi prichodu rovnovaznou polohou (bod B), kdy se
houpacka pohybuje nejvétsi rychlosti, se vztyci. To se pak opakuje v pri-
béhu periody kmitani vzdy dvakrat a tim se dosdhne postupného naristani
amplitudy kmitani.
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Obr. 1

7 fyzikalniho hlediska je pohyb ditéte spojen se zménou té&Zisté jeho
téla, coz v podstaté odpovida periodické zméné délky tohoto mechanic-
kého oscilatoru a tedy jeho parametru [. Takové kmitani oscilatoru, jehoz
parametr se v pribéhu kmitani Fizenym zpusobem meéni, se oznacuje jako
parametrické kmitdni a odliSuje se od druhi kmitani, jejichz parametry se
v pribéhu kmitani neméni. Pfi ur¢ité periodé zmény parametri lze tak
dosdhnout udrzeni amplitudy kmitani, nebo jejiho postupného zvétsovani
i bez vnéjsiho plisobeni na oscilator. Dochazi k parametrické rezonanci os-
cildtoru. Charakteristické pritom je, Ze na rozdil od buzeni kmitt vnéjsi
silou, které se déje s frekvenci shodnou s vlastni frekvenci oscilatoru, pro-
biha parametrické buzeni kmita s odlisnou frekvenci, ktera je dvojnasob-
kem vlastni frekvence.

Ve vyuce miizeme ukazat parametrické kmitani jednoduchym pokusem
s kyvadlem v podobé kulicky zavéSené na vldkné, jehoz horni ¢ast vedeme
pres kladku a konec vlakna drzime v ruce (pokus je popsan napt. v [1]).
KdyZz bude kyvadlo v klidu v rovnovazné poloze, tak ho tahanim za ko-
nec zavésu nerozkmitame. Pokud ale kulicka kyvadla bude kmitat alespon
s malou amplitudou, pak se pii periodickém pohybu konce vldkna s polo-
viéni periodou kmiti kyvadla zatne amplituda kmitd postupné zvétsovat
a dosdhneme parametrické rezonance.

Na prikladu tohoto jednoduchého oscilatoru objasnime zdanlivy pa-
radox, ze se energie kmitani oscilatoru zvétSuje, aniz by kyvadlu byla
z vnéjsku dodévana energie. Pro vyklad pouzijeme schematické zobrazeni
predchézejictho pokusu (obr. 2).
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Obr. 2

Kyvadlo tvoi{ vlakno délky [, na némz je zavéSena kulicka o hmot-
nosti m, které vychylime z rovnovazné polohy o thel ¢q (obr. 2, poloha 1).
Kdyz kulicku kyvadla pustime, pohybuje se do rovnovazné polohy (2),
kde mé& maximalni rychlost vy. V tomto okamziku zkratime zévés kyva-
dla o délku Al a kuli¢ka se pfesune do polohy (3), coz ale neméa vliv na
velikost rychlosti vg a tedy ani na kinetickou energii kyvadla. Pohyb ku-
licky pokracuje po trajektorii s mensim polomeérem, az dosahne polohy (4),
ktera je o vzdalenost hg vySe, nez v poloze (3) a zavés se odkloni o thel
® > po. V tomto okamziku se zavés opét prodlouzi o délku Al a kulicka
bude v poloze (5), ktera je ve vySce h > hg nad rovnovaZznou polohou (2).
Téleso kyvadla tedy bude mit v&tsi polohovou energii ve srovnani s energii
v poloze (1) a rovnovaznou polohou pii pohybu vpravo projde rychlosti
vet&i rychlosti vy (v1 > vo).

Jestlize se tento zptusob zmény délky zavésu kyvadla bude opakovat
dvakrat za periodu, bude se celkova energie kmitavého pohybu kyvadla
zvétSovat. Je to dano tim, Ze energie potfebna ke zvednuti kmitajictho
télesa o Al je vétsi, nez energie, kterou ztrati pfi premisténi z polohy (4)
do polohy (5), tzn. kdyz

Aly = Al cos .

PopiSeme premény energie pii tomto parametrickém kmitani. Ponévadz
zaves kyvadla je v rovnovazné poloze (2) napinan tihovou silou Fg = mg

2
o s s . ~ . . v, 2 ~e 2 P
plsobici na kulicku a odstiedivou silou Fy = m~*, vykond se pii zkraceni
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Z&vEsu prace

l
Naopak prodlouZeni zavésu z polohy (4) do polohy (5) odpovida prace

2
AW, = (mg + va) Al.

h
AWy = —mgAl cos ¢ = —mgAl (1 — l) .
Ponévadz rozdil mezi hg a h je maly (b =~ hp), je zvétSeni energie AE
kyvadla

AE = AW, + AW, =

A A A
= mvSTl (1 — ig) = ZTZEO (1 — h) ~ 3TZE0,

kde v = 2gho, i = E.

Popsané premény energie vSak nezahrnuji realné tlumeni pohybu ky-
vadla, pfi némz se ztréci ¢ast energie kmitani v zavislosti na souciniteli
tlumeni §. Za polovinu periody se tak pocatecni energie pohybu kyvadla
FEy zméni na hodnotu

E1 = Eoe_(ST.

Pokud je tlumeni oscilatoru malé (87 < 0,1), dojde p¥i pohybu kyvadla
jen k malému dbytku energie

AE, = Ey — By = Ey (1 — ") = EyT.

Abychom doséhli parametrické rezonance, tzn. udrzeni, popf. zvétSeni
amplitudy kmitani, je tfeba, aby AF > AF;. Tento pozadavek ovliviiuje
tzv. hloubku modulace parametru %, pro kterou pfiblizné plati

Al 1

I Q
kde Q je cinitel jakosti oscildtoru (viz napft. [2]). Cim vétsi je Ginitel ja-
kosti oscilatoru, tim mensi zmény parametru jsou nutné, aby se kmitani
oscilatoru udrzelo.

Parametrické kmitani jednoduchého kyvadla miize nastat i za jinych

podminek. Kdyby napt. télesem kyvadla byla ocelova kulic¢ka a pod jeji rov-
novéaznou polohu bychom umfistili elektromagnet, dosahli bychom urychleni
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kyvadla a tim nahrady ztrat energie periodickym zapinanim elektromag-
netu v okamziku, kdy se kulicka blizi do rovnovazné polohy, a vypnutim
elektromagnetu v okamziku, kdy kulicka projde rovnovéznou polohou. Po-
dobné jako pii houpani na houpadce je tedy pro dosaZeni parametrické
rezonance nutné ménit zvoleny parametr s dvojnasobnou frekvenci, nez je
frekvence vlastniho kmitani soustavy.

2. Model parametrického kmitani oscilatoru

Podminky vzniku parametrické rezonance si mizeme ovéfit jednodu-
chym pocitacovym modelem. Pfedpokladejme, Ze délka zavésu kyvadla se
bude pohybovat okolo stfedni hodnoty [y s amplitudou A = Al podle
vztahu

I(t) =lg — Asin(£2t),

kde {2 je budici frekvence vnéjsiho pusobeni na kyvadlo. Diferencialni rov-
nice tohoto oscilatoru pak bude vyjadfena vztahem

mg

b - J
e A in(20)

z=0,

kde m je hmotnost kyvadla a b je konstanta tmérnosti mezi odporovou
silou a rychlosti tlumeni'). Z rovnice uréime zrychleni a a pro m = 1 kg
sestavime dynamicky model parametrického kmiténi kyvadla (veli¢ina h
je ¢asovy krok: h = 0,05 s):

g

a=- x-b*v
lO—A*sin(Q*t)

X, =X,+tv,*h

v,,,=v,+a,;*h

ti,,=t;th

Pokud bude budici frekvence mensi nez dvojnasobek vlastni thlové frek-
vence kyvadla (wp < 2wp), bude vysledné kmitani tlumené (zelena kiivka

na obr. 3). P¥i dvojnasobné frekvenci dochézi k parametrické rezonanci
a v zavislosti na amplitudé zmén délky kyvadla (parametrické modulaci)

DVe standardni diferencialni rovnici mechanického oscilatoru je tlumeni vyjadfeno
soudinitelem tlumeni § = 5% a thlova frekvence tlumeného oscilatoru je w = 4 /w% — 62,

2m
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vzniknou bud netlumené kmity s konstantni amplitudou (modra kiivka),
nebo se amplituda kmit bude postupné zvétsovat (Cervena kiivka).

Parametrické kmitani kyvadla (/= 0,8 m)
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Obr. 3

V piipadé kyvadla délky lp = 0,8 m je wy =~ 3,5rad-s~! a paramet-
rickd rezonance nastane pii £2 ~ 7,0 rad - s~!. Uvedené hodnoty jsou jen
priblizné, ponévadz se v pocitacovém modelu mohou ponékud ligit podle
volby velikosti ¢asového kroku. Podle zvolené hodnoty soucinitele tlumeni b
je pak tfeba nastavit velikost amplitudy A budicich kmita. Pfi malé am-
plitudé nedojde v pribéhu periody k nédhradé ztrat vzniklych tlumenim a
soustava kmita tlumené. Rezonanéniho zesileni kmitii doséhneme zménou
amplitudy A pomoci posuvniku v menu pocitatového modelu. Model je
zédjemedm dostupny v seSitu aplikace MS Excel (ZDE).

3. Parametricka rezonance pruzinového kyvadla

Prikladem oscilatoru, v némz muze nastat parametricka rezonance, je
také pruzinové kyvadlo (obr. 4). Jestlize rozkmitame téleso kyvadla presné
ve sméru osy pruziny, bude kyvadlo konat jen podélné kmity ve svislém
smeéru s thlovou frekvenci danou parametry kyvadla, tzn. hmotnosti m a
tuhosti pruziny k. Jestlize se vSak zavazi tfeba jen nadhodné od svislého
smeéru odchyli, vzniknou p#i¢né kmity v horizontalnim sméru, jejichz pe-
rioda je ur¢ena ménici se délkou pruziny, tedy parametru [ kyvadla. Pfi
vhodné volbé parametrt pruzinového kyvadla lze dosdhnou poméru thlo-
vych frekvenci podélnych a pfi¢nych kmiti 2 : 1 a dojde k parametrické
rezonanci. Soustava pruzinového oscilatoru se chova jako dvojice vazanych
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oscilatori, v niz dochazi k periodické vyméné energie pri¢nych a podélnych
kmitti a to se projevi vznikem razi (obr. 5). Ten to dé&j je v8ak nestabilni a
jiz pri nepatrné zméné nékterého z parametri dochéazi k chaotickému po-
hybu télesa kyvadla. Podrobnéji je tento zajimavy pfipad parametrického
kmitani popsédn v pfispévku [3], k némuZ je pFipojen sesit aplikace MS
Excel s jednoduchym programem, ktery umoziuje interaktivné si ovérit
vznik parametrické rezonance.

Parametricka rezonance pruzinového kyvadla
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4. Meldetv pokus

I kdyZz parametrickd rezonance nasla praktické uplatnéni az v technickeé
praxi 2. poloviny 20. stoleti, jeji historie je delsi. Zkoumal ji v roce 1859
némecky fyzik Franz Melde (1832-1901), ktery studoval interferenci vlnéni
v fadé bodu a objevil tak stojaté vinéni, kterému dal i nadzev. K tomu vy-
tvoril zafizeni, které je z historie fyziky zndmo jako Meldetv pokus a patii
ke klasickym experimentiim, dnes jiz zmodernizovanym do nejriiznéjsich
podob (viz napf. [4]). Melde zkoumal vznik stojatého vInéni v pruzném
vlakné, jehoz jeden konec byl pevny a druhy byl spojen s raménkem la-
dicky (obr. 6). Pfitom zjistil zajimavy rozdil, kdyz ladic¢ka byla bud v po-
loze (a), nebo v poloze (b). Pfi ur¢itém napéti vlakna, které lze ménit

z4t6Z1 na pevném konci, nastane rezonance a na vlakné vzniknou kmitny
a uzly stojatého vlnéni.
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Obr. 6

Obr. 6a je zobrazuje piipad, kdy je volbou zévazi nastaveno napéti
vlakna tak, aby rezonance nastala pri 2. harmonické frekvenci, takze se na
vlakné vytvori cela stojata vina. V1akno je raménkem ladicky rozkmitavano
pricné, takze se napéti vlakna neméni a je to obdoba détské houpacky

V pripadé na obr. 6b je vSak situace odlisna. Raménko ladicky ovliv-
fiuje nepatrnymi vychylkami délku vlakna, tedy jeho parametr. Tim se
periodicky méni napéti vlakna, nastava tzv. parametrické buzeni kmitt ve
vlakné a dochézi k parametrické rezonanci. Na vlakné vznikne pii stejné
frekvenci ladi¢ky stojata vina o dvojnasobné vinové délce, takze zobrazena
je jen polovina vlny.

5. Parametrické kmitani elektromagnetického oscilatoru

Podstatu parametrického kmitani jsme si ukazali na prikladech mecha-
nickych oscilatori. Ty se v8ak praktického vyuziti nedockaly. Soucasna
technicka praxe vyuziva parametrické zesilovani signali v parametrickych
zesilovacich ve vysokofrekvenéni elektronice, kvantové optice nebo radio-
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astronomii. Zakladni pfednosti parametrickych zesilovaci je v téchto pii-
padech hlavné nizka hladina rusivého Sumu.

Princip parametrického zesilovani elektromagnetického kmitani si ukéa-
zeme na jednoduchém modelu oscila¢niho obvodu s ménitelnou kapacitou
(obr. 7).

U
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Obr. 7 Obr. 8

Kapacita deskového kondenzatoru je uréena zndmym vztahem

S

d b
kde € je permeabilita prost¥edi, S je plocha desek kondenzatoru a d je
jejich vzdalenost. To znamené, Ze pii zvétSeni vzdalenosti desek o Ad se
kapacita zmensi na hodnotu C; < C. KdyZ napéti U na deskach konden-
zatoru dosdhne nejvétsi hodnoty (viz obr. 8a), bude naboj desek ¢ = CU.
V tomto okamziku zvétsime vzdalenost desek o Ad a kapacita konden-
zatoru se zmensi na C; (viz obr. 8c). Naboj kondenzatoru se nezmeéni,
ale jeho napéti se zvétsi. Pritom se vykoné prace potiebna k pfekonanf sil
elektrického pole mezi deskami a tim se zvéts{ energie kondenzatoru o AE:
? ¢# F[C Ad
AE—Efﬁ—% |:C'11:| *EOV*EOIU’?

C=¢

kde Ey = % je energie oscilatoru pred zménou kapacity kondenzatoru a

% = i je opét modulace parametru.
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Od okamziku dosazeni maximélniho napéti se kondenzator za¢ind pies
civku vybijet a napéti na kondenzéatoru se zmensuje. Kdyz dosahne nulové
hodnoty, znovu se desky posunou na piuvodni misto a kapacita konden-
zatoru se zvétsi. Tento déj se opakuje dvakrat v pribéhu jedné periody,
tedy s polovi¢ni periodou nez je perioda vlastniho kmitani oscilatoru. P¥i
kazdém cyklu se také zvétsuje celkova energie kmitani oscilatoru, a pokud
prirtstek je vétsi nez ztraty energie, amplituda napéti na kondenzatoru
nartsté a nastava parametrickd rezonance oscilatoru. Podobné jako u me-
chanického parametrického kmitani je parametrickd rezonance ovlivnéna
¢initelem jakosti oscilatoru. Cim vets je Cinitel jakosti @, tim mensi muaze
byt modulace parametru, pii niz dojde k parametrické rezonanci.

Pro vyklad jsme vyuzili zjednoduseny model, ktery by bylo obtizné rea-
lizovat. V technické praxi plni funkci proménného parametru elektronické
soucastky. Jednou z nich je tzv. kapacitni dioda — varikap, jejiz pfechod PN
zapojeny v zavérném sméru se chové jako kondenzator. Kapacita varikapu
je zavisla na pfipojeném napéti, které se méni podle vztahu

C = Co(1 + psin 2t),

kde p je modulace parametru a (2 je tihlova frekvence buzeni kmitt s dvoj-
nasobnou frekvenci, nez je frekvence zesilovaného signalu.

Jako priklad jsme zvolili zménu kapacity, ale obdobnym zpusobem lze
ziskat parametrické kmitéani také zménou indukénosti oscila¢niho obvodu.
Velmi nazorné je to ukézano ve vyukovém videu [6], které je shrnutim
poznatkil o parametrickém kmitani.
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