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V Matematické olympiadé kategorie P (programovani) se setkavame
s mnoha velmi zajimavymi tlohami. Nékteré z nich jsou snadné, jiné nao-
pak zna¢né naro¢né. V dnesnim pokracovani dlouhodobého seridlu vénova-
ného vybranym problémium z MO kategorie P (programovani) si ukdzeme
jednu z téch velmi snadnych. Jedné se o teoretickou tlohu z doméciho kola
nedavno skonceného 70. ro¢niku MO (8kolni rok 2020,/21). Pati{ do kate-
gorie ¢asto zadavanych tloh typu ,prace s posloupnostmi &isel“. Uloham
tohoto typu jsme se vénovali jiz nékolikrat, obvykle jsme ale k optimalnimu
vyfeSeni problému potiebovali pouzit néjakou netrivialni programétorskou
techniku typu dynamického programovéani nebo tifeba predvypodcet prefi-
xovych sou¢ti posloupnosti. Jak sami uvidite, v optimalnim feSeni dnesni
tlohy nic takového potfebovat nebudeme, vysta¢ime jenom s jednoduchou
logickou tvahou. Ukézeme si ovSem, ze i takto jednoduchy problém lze
fesit riznymi zptsoby a s rtznou ¢asovou slozitosti.

Nejprve se jako obvykle seznamime s pfesnym zadanim tlohy. Nékteré
jeho formulace jsme pro potieby ¢lanku malicko upravili.

X sk ok ok ok ok ok ok ok kX ok

Radek se letos jako kazdy rok vypravil na veletrh dorti. Ten tvori fada n
stanku ocislovanych od 1 do n. Pravy divod Radkovy pfitomnosti je, Ze za
maly poplatek a; K¢ muze Radek v i-tém stdnku ochutnat predstavovany
dort. Radek by samoziejmé rad ochutnal co nejvice dortl, jenze ma to
dva hacky. Za prvé, Radek disponuje pouze omezenou ¢astkou k K¢. Za
druhé moc dobfe vi, Ze jakmile poprvé ochutné dort v néjakém stanku i,
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nedéd mu to a ochutna poté dort ve vedlejsim stanku ¢ + 1, nasledné ve
stanku 7 + 2 a tak dale, nez mu dojdou penize nebo nez dojde na konec
fady (tehdy skonéi, i kdyby mu je$té penize zbyvaly). Ve kterém stanku
mé Radek zacit, aby ochutnal co nejvice dorta?

Soutézni tloha
Je zadana posloupnost n kladnych celych ¢isel aq, aq, ..., a,, kde a; je
cena i-tého dortu, a kladné celé ¢&islo k, tedy pocet korun, které ma Radek
k dispozici. Zjistéte, kolik nejvice dorti miize Radek snist a u kterého
stanku mé zacit, aby toho dosahl. Vasim tkolem je vypsat dvé ¢isla d a p
takové, ze plati nasledujici podminky:
1.1<d<nal<p<n-—-d+1.
2. ap+apy1+...+apra—1 <k, tedy lze ochutnat d dortii, zacne-li Radek
na pozici p.
3. pro viechna 1 < ¢ < n —d plati ag + ag41 + ... + agra > k, tedy vice
nez d dortti ochutnat nelze.
Pokud existuje vice vyhovujicich pozic p, muzete vypsat kteroukoliv
z nich.

Format vstupu
Prvni fadek obsahuje dvé kladné cela ¢isla n a k. Druhy fadek obsahuje
n kladnych celych ¢&isel aq, ag, ..., ay.

Format vystupu

Vystup je tvoren dvéma ¢isly d a p, kde d je nejvétsi pocet dorti, které
Radek muze ochutnat, a p je ¢islo stanku, u néhoz méa zacit, aby d dortu
snédl.

Priklady
Vstup: Vystup:
76 32
2123221

Radek muze ochutnat t¥i dorty, pokud za¢ne ochutnavkou druhého
dortu: za dorty zaplati 1 + 2 4+ 3 = 6 K¢&. Jiné spravné feSeni by bylo
zacit na prvni nebo paté pozici.

Vstup: Vystup:
310 01
100 100 100

V tomto pfipadé nemize Radek ochutnat ani jeden dort, jeho prazdna
fada dorti pak miZe za¢inat na pozici 1, 2, nebo 3.
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Bodovani

Plnych 10 bodu ziska feSeni s optimalni ¢asovou slozitosti.

Za, feSeni, které na bézném poéitadi vyfesi tlohu pro n = 10° béhem
nékolika sekund, dostanete az 7 bodii.

Za TeSeni dostatecné efektivni pro n = 5000 dostanete az 4 body.

Za jakékoliv funkéni FeSeni dostanete az 2 body.

* %k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Zadani soutéznich tloh MO kategorie P byva obvykle zabalené do né-
jaké ,pohadky*, jejimz cilem je bud ukéazat praktickou vyuZitelnost feSe-
ného problému, nebo jenom jednoduse feSitele trochu pobavit. V tomto
konkrétnim piipadé se zjevné jedna o ten druhy pfipad. Podobnou formu
ovsem maji i tlohy zadavané na mezinarodnich olympiddach stfedoskolakt
v informatice a dokonce i na obdobnych soutézich univerzitnich, takze pro
nase soutézici je to i uzite¢na priprava na to, co je ¢eka v piipadé postupu
do mezinarodnich sout&zi. Reseni kazdé tlohy proto za¢ina tim, ze souté-
Zici musi pozorné piecist cely text zadani, oddélit z néj to nepodstatné a
z dlouhého ,,pohéddkového* povidani vyloupnout jadro feseného problému.
Ulohu je pak zpravidla mozné pietransformovat do mnohem kratsi podoby
a tu vyjadrit strohou matematickou formulaci. N4$ dnesni problém takto
muzeme shrnout jedinou vétou: v zadané posloupnosti n kladnych celych
¢isel naleznéte nejdelsi souvisly tsek se souétem rovnym nejvyse k.

Uloha ma primitivni feSeni spoéivajici v postupném otestovani vsech
souvislych tsekt dané posloupnosti. Pfitom si pribézné pamatujeme nej-
delsi tsek, jehoz soucet nepresahl k; ukladame si jeho délku d a pocateéni
index p. V posloupnosti délky n existuje O(n?) souvislych tseki, nebot n
zpusoby miizeme zvolit zacatek tseku ¢ a pro kazdou volbu zacatku mi-
zeme O(n) zpisoby zvolit koncovy index tseku j. Projit usek a;, ..., aj a
spoditat jeho soucet predstavuje praci O(n), takZe celkova Casova sloZitost
tohoto trivialniho algoritmu je O(n3). Popsany algoritmus vede ke sprav-
nému vysledku, ale je velmi neefektivni, takZe v soutéZzi za néj bylo mozné
ziskat pouze 2 body z celkovych 10 moZnych.

Naprogramovat uvedeny postup je snadné. V Pythonu a také tieba
ve v8ech programovacich jazycich z rodiny C se v8echna pole a seznamy
indexuji od 0, zatimco v nasi tloze jsou stanky na veletrhu oznaceny pofa-
dovymi &isly poc¢inaje od 1. Tento drobny nesoulad vyfesime v programu
nejsnéze tim, ze na zacatek seznamu a s na¢tenymi vstupnimi daty pridame
jeden fiktivni prvek, ktery tak dostane index 0 a s nimz poté v programu
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uz nebudeme viibec pracovat.

n, k = map(int, input().split())
a = |[None| + list (map(int, input().split()))

d, p=20,0
for i in range(l, n+1):
for j in range(i, n+1):
if j — i+ 1>d and sum(a[i:j+1]) <= k:
d=1j i+ 1
p=1i

print (d, p)

Vypocet mizeme zna¢né urychlit lepsi organizaci prace. V predcho-
zim TeSeni jsme pocitali soucet kazdého souvislého tiseku zvl1ast. Zname-li

ovSem soucet né&jakého useku a;, ..., a; a chceme urcit soucet tseku o je-
den prvek delsiho ay, ..., a;41, je zbytetné prochazet tento novy tusek cely

od zacatku. Jednodussi a rychlejsi je vyuzit pfedchozi znamou hodnotu
sou¢tu a pouze ji v konstantnim ¢ase upravit pfi¢tenim posledniho prvku
aj4+1. V programu tedy budeme postupné n zpisoby volit zac¢atek tseku 4
a pro kazdou volbu zacatku zvolime O(n) zpusoby konec useku j. Soucet
prvki v dseku a;, ..., a; poc¢itdme pribézné vidy s vyuzitim znadmého
sou¢tu predchoziho tseku, tedy v konstantnim ¢ase. Celkova ¢asova slozi-
tost takto upraveného algoritmu se tim snizi na O(n?). Za takovéto feSenf
s kvadratickou ¢asovou slozitosti mohli FeSitelé olympiady dostat nejvyse
4 body.

n, k = map(int, input().split())
a = [None| + list (map(int, input().split()))

d, p=20,0
for i in range(l, n+1):
soucet = 0

for j in range(i, n+1):
soucet += alj]
if j — 1 + 1 > d and soucet <= k:
d=3j —i+1
p =i
if soucet > k:
break

print (d, p)

Pfi feSeni riiznych tloh na zpracovani posloupnosti ¢isel lze ¢asto tispésné
vyuzit techniku tzv. prefixovych soucti. Zamyslime se, zda by nam néco

216 Matematika — fyzika — informatika 31 (3) 2022



prinesla i v piipadé této tulohy. Regenf zahajime predvypoctem, pii kte-
rém si postupné pro kazdy koncovy index j ur¢ime soucet prvnich j ¢lent
posloupnosti, tzn. hodnotu s; = a; +az + ... + a;. VSechny tyto soucty
lze postupné vypocitat v linedrnim ¢ase. Nejprve polozime sy = 0 a dale
pak kdyZ uz zname hodnotu s;, snadno z ni spoc¢itame v konstantnim case
hodnotu s;4+1. Po ukonéeni pfedvypoctu muzeme prikrocit k vlastnimu
feSeni tlohy. Tak jako v naSem prvnim feSeni budeme postupné zkoumat
v8echny souvislé tseky zadané posloupnosti. Pro kazdou volbu pocéate¢niho
indexu 7 a koncového indexu j nyni dokdzeme urcit soucet tohoto tiseku
v konstantnim case jako s; — s;_1. Casova slozitost predvypoctu je O(n),
¢asova slozitost nasledného vlastniho vypoctu je urcena poctem souvis-
Iych tseki, coz je O(n?). Cely algoritmus vyuzivajici prefixovych soucti
ma tedy stejnou casovou slozitost O(n?) jako nase predchozi feeni.

n, k = map(int, input().split())
a = [None| + list (map(int, input().split()))

s = [0] * (n+1)
for i in range(l, n+1):
s[i] = s[i—1] + a[i]

d, p=20,0
for i in range(l, n+1):
for j in range(i, n+1):
if j—i+1>dand s[j] — s[i—1] <= k:
d=j—i+1
P i

print (d, p)

Zatim se zd4a, Ze nam pouZiti prefixovych sou¢tt nepfineslo nic nového.
Jiz prece vime, Ze k vyTeSeni tilohy s kvadratickou ¢asovou slozitosti pre-
fixové soucty vibec nepotiebujeme. Popsané FeSeni s prefixovymi soucty
ale dokazeme jesté vylepsit pomoci binarniho vyhledédvani a dosahneme
tak podstatné lepsi Casové sloZitosti O(nlogn). Za takové FeSeni se jiZ
v soutézi udé€lovalo az 7 bodi.

Nejprve si opét v ¢ase O(n) spoditame prefixové soucty zadané posloup-
nosti. Dale budeme prochazet vSechny pocatecni indexy i a pro kazdy
z nich nés zajima, kterym indexem j bude konéit co nejdelsi souvisly tsek
se souc¢tem nepfevysSujicim hodnotu k. Jiz z minulého feSeni vime, Ze tento
isek ma soucet rovny s; — s;_1. VSechny prvky zadané posloupnosti jsou
kladna d¢isla, takze posloupnost jejich prefixovych soucti je rostouci. Ke
zvolenému indexu ¢ chceme tedy nalézt co nejvétsi j takové, aby platilo
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55 —s8;—1 < k. K uréeni takového indexu j miZeme pouZzit binérni vyhleda-
vani (metodu pileni intervalil), které ma logaritmickou ¢asovou sloZitost
vzhledem k délce prohledavaného intervalu. Timto intervalem, v némz hle-
déme index j, je rozmezi od ¢ do n, takZe ¢asova slozitost naseho binarnfho
vyhledavani je O(logn). Binarni vyhled4avani indexu j provadime zv1ast
pro kazdou volbu pocateéniho indexu i, celkova Casova slozitost tohoto
algoritmu je proto skutetné O(nlogn).

n, k = map(int, input().split())

a = |[None| + list (map(int, input().split()))

s = [0] * (n+1)
for i in range(l, n+1):
s[i] = s[i—1] + a[i]

d, p=20,0

for i in range(l, n+1):
levy , pravy = i, n
while levy <= pravy:

j = (levy + pravy) // 2

if s[j] — s[i—1] == k:
break

if s[j] — s[i—1] < k:
levy = j+1

else:

pravy = j—1
if levy > pravy:
i = pravy
if j — 1+ 1>d:
d=3j—1i+1
P i

print (d, p)

Toto ale stale jesté neni nejlepsi mozné reseni, nasi tlohu lze fesit do-
konce s linearni ¢asovou slozitosti vzhledem k délce zadané posloupnosti.
Regeni s casovou slozitost O(n) jiz bude jist& asové optimalni, nebot k na-
lezeni spravného vysledku jist& musime zadanou posloupnost délky n celou
projit.

Reseni s linearni asovou slozitosti nepouziva predvypocet prefixovych
soucti, jako tomu bylo v pfedchozich uvedenych feSenich. Algoritmus je
zalozen na technice dvou postupujicich ukazateld, kterd se asto vyuziva
v podobnych tdlohach s posloupnostmi kladnych ¢isel. Vyuzijeme skutec-
nosti, ze jestlize nejdelsi souvisly tsek se sou¢tem nejvySe k zacinajici
v posloupnosti na indexu ¢ konéf na indexu j, potom nejdelsi souvisly tsek
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se souCtem nejvyse k zadinajici na indexu ¢ + 1 musi konéit bud také na
indexu j, nebo na néjakém indexu vysSim nez j.

Béhem vypoctu si budeme udrzovat dvé proménné ¢, j a soucet vSech
prvka zadané posloupnosti s indexy z rozmezi od ¢ do j (v€etné obou
krajnich mezi), ktery oznac¢ime soucet. Proménné 4, j v kazdém okamziku
vymezuji pravé zkoumany tsek posloupnosti. Na za¢atku vypoctu bude
i =1, j =1 a v prubéhu algoritmu budou obé tyto proménné pouze rust.
Pro kazdou hodnotu proménné 7 budeme postupné zvySovat j a souCasné
prepocitavat hodnotu soucet tak dlouho, dokud j < n a zaroven soucet <
k. Tim najdeme nejdelsi souvisly tsek se sou¢tem nejvysSe k zacinajici
na indexu ¢. Jeho délku si zaznamename a pokud jsme s j dosli az na
konec posloupnosti, vypocet ukonéime. V opa¢ném piipadé proménnou ¢
zvysime o 1, ¢imz se patfi¢éné snizi soucet tseku uloZzeny v proménné soucet.
Proménnou j pfitom ponechame na posledni hodnoté z predchoziho kroku
vypoctu a popsany vypocet zopakujeme pro novou hodnotu ¢. Vysledkem
je nejdelsi ze zaznamenanych délek.

n, k = map(int, input().split())
a = [None| + list (map(int, input().split())) + [0]

d, p=20,0
i, j, soucet = 1, 1, al]
while j <= n:
if soucet <= k:
if j —i+1>4d:
d j—i+1
P i

jt+=1

soucet += alj]
else: #soucet > k

soucet —— ai]

i4=1

print (d, p)

Uvedeny algoritmus pro kazdé i najde nejvétsi mozné j takové, aby sou-
¢et tseku posloupnosti uloZzeny v proménné soucet neprevysil hodnotu k.
Nakonec proto spréavné urc¢i délku nejdelsiho souvislého tiseku posloup-
nosti se souctem nejvyse k. Casova slozitost popsaného algoritmu je sku-
tetné O(n), nebot v kazdém kroku vypoctu bud zvysime hodnotu 4, nebo
hodnotu j; obé tyto proménné jsou vsak na zac¢atku rovny 1 a nikdy ne-
presahnou hodnotu n.
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