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Vybrané podposloupnosti

(Ulohy z MO - kategorie P, 30. ¢4st)

PAVEL TOPFER

Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

V naSem seridlu putujicim po zajimavych tlohach Matematické olym-
piaddy - kategorie P se tentokrat zastavime v krajském kole aktualniho 62.
ro¢niku (Skolni rok 2012/2013). Objevila se zde jedna pomérné snadna
tloha vénovana problematice hledani vybranych podposloupnosti. Auto-
rem ulohy i ptvodniho autorského feseni je doc. Zdenék Dvorak z Mate-
maticko-fyzikalni fakulty UK v Praze. Primitivni feSeni této tlohy vymysli
jisté kazdy z vas, je ale zajimavé zamyslet se nad moznostmi zlepSit jeho
casovou slozitost. Nejprve si jako obvykle ukazeme tplné zadani tlohy,
které si pro potfeby naseho ¢lanku jen velmi mirné upravime, aniz bychom
tim ovSem zmeénili smysl ptivodni tlohy.

* k x

Kral Filip vyrazi na cestu po svém kralovstvi. S ohledem na statnické
povinnosti si uz vybral, kterd mésta a v jakém poradi navstivi. Vypravu
ale komplikuje skutecnost, ze kral dasledné dodrzuje dietu predepsanou
kralovskymi 1ékafi a astrology. Ti mu doporudili, kolik dni ma cesta trvat,
a predlozili mu né€kolik moznych pland, co ma jist v jednotlivych dnech
cesty. V kazdém mésté chce kral jist pouze mistni specialitu. Ta je v kaz-
dém mésté pravé jedna, nicméné stejna specialita mize byt k dostani ve
vice méstech. Kral se ovSsem nemusi zastavit na jidlo v kazdém z navsti-
venych mést. Pomozte mu urcit, které z navrzenych dietnich planu lze
realizovat.

Doprava mezi mésty je velmi rychlé, neni tedy zadné omezeni na vzda-
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lenost mezi mésty, v nichz se kral Filip zastavi na jidlo. Mésta ale musi
navstivit v pfedem uréeném pofadi, nemuze se nikdy vracet ani dvakrat
po sobé jist ve stejném mésté.

Popis vstupu

Prvni fadek vstupu obsahuje pfirozena ¢isla N, M, K a L, kde N udéava
pocet navstivenych mést, M je celkovy pocet druhti nabizenych jidel, K je
pocet dietnich plant pfedlozenych k posouzeni a L je jejich délka (pocet
jidel v kazdém z nich). Druhy jidel jsou oéislovany ptirozenymi éisly od
1 do M. Druhy radek vstupu obsahuje N prirozenych ¢isel udavajicich,
jakou specialitu nabizeji v jednotlivych méstech v tom poradi, v némz
je kral béhem své cesty navstivi. Na i-tém z K néasledujicich fadka je L
prirozenych cisel popisujicich i-ty dietni plan; j-té z téchto cisel urcuje
jidlo, které Filip musi jist pfi své j-té zastavce na cesté.

Popis vystupu

Vystup se sklada z K tadkt. Na i-ty z nich vypiste slovo ano, lze-li
béhem cesty realizovat i-ty dietni plan, v opacném ptipadé vypiste slovo
ne. Dietni plan lze realizovat, jestlize vznikne z posloupnosti specialit
nabizenych v navstivenych méstech odstranénim nékterych cisel.

Priklad
Vstup:
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Hodnoceni

Plnych 10 bodu ziskate za Teseni, které tlohu efektivné vytesi pro NV
i K.L fadové statisice. Az 7 bodu ziskate za feSeni, které bude navic
predpokladat M < 10. Az 4 body ziskéte za feSeni, které tlohu efektivné
vyfesi za predpokladu, ze K.(N + L) < 100 000.

* k x

Nejdiive se budeme zabyvat situaci, ze zkouméame pouze jeden di-
etni plan a chceme zjistit, zda ho lze zrealizovat. Mame tedy zadanu
posloupnost specialit nabizenych v jednotlivych méstech kralovy cesty
s = (81,82,...,8N) a posloupnost jidel tvoficich zkoumany dietni plan
d = (d1,da,...,dr). Nasim tkolem je zjistit, zda d je vybranou posloup-
nosti z posloupnosti s, tzn. zda lze posloupnost d ziskat vynechanim nékte-
rych vhodnych prvki z posloupnosti s pii zachovani vzajemného poradi
zbyvajicich prvkta posloupnosti.

Uvedeny problém vytfesime snadno a piimocaie algoritmem s ¢asovou
slozitosti O(N + L). Budeme brat postupné jednotlivé prvky posloupnosti
d a budeme je vyhledavat v posloupnosti s vzdy od mista, kde jsme ukon-
¢ili pfedchozi hledéni. Za¢neme s ¢islem d;. Pokud se viibec nevyskytuje
v posloupnosti s, pak dietni plan d zjevné nelze realizovat. V opacném
pripadé se miize kral zastavit na jidlo d; v prvnim mésté, kde ho nabizeji,
a nic tim nezkazi. Na jidlo ds se pak miize kral zastavit az v néjakém
nasledujicim mésté. Opét nic nezkazi, kdyz to bude hned nejblizsi takové
meésto. Stejné postupujeme i pro dalsi prvky posloupnosti d. Jestlize takto
dojdeme az na konec dietniho planu d a vSechny jeho prvky se nam po-
dari v posloupnosti s vyhledat, pak lze tento dietni plan realizovat. Pokud
timto zpisobem néktery prvek posloupnosti d nenajdeme v s, potom plan
realizovat nelze.

Popsané feseni snadno naprogramujeme:

function Nejblizsi(odkud: integer; hodnota: integer):
integer;
{hledad nejbliz8i pozici vyskytu "hodnota" v N-prvkovém
poli "s", kterd nasleduje za pozici "odkud"; kdyz
nenajde, vraci N+1}
var i: integer;
begin

i:=odkud+1;
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while (i <= N) and (s[i] <> hodnota) do inc(i);
Nejblizsi:=i
end;

function JedenPlan: boolean;
{fes8i dlohu pro jeden dietni plan}
var kde: integer; {vybranad pozice v "s"}
i: integer;
begin
kde:=0;
for i:=1 to L do
begin
kde:=Nejblizsi(kde, d[il);
if kde = N+1 then
begin JedenPlan:=false; exit end
end;
JedenPlan:=true
end;

Od popsaného feseni pro jeden dietni plan zbyva udélat uz jenom maly
kricek k vyteseni celé tilohy — staci postupné aplikovat uvedeny postup na
vSechny zadané dietni plany. Funkce JedenPlan tedy bude volana z hlav-
niho programu nikoliv jednou, ale v cyklu K-krat, kde K oznacuje pocet
zkoumanych dietnich plant. Dostavame tak primitivni feSeni ulohy s ¢a-
sovou slozitosti O(K.(N + L)).

Reseni tohoto typu nevyzaduje zadné hlubsi znalosti ani velké piemys-
leni. V krajském kole 62. ro¢niku MO kategorie P byla feSeni navrzena
timto zpiisobem nejcastéjsi ze vSech. Podle podminek uvedenych v zadani
ulohy jste za feseni s uvedenou ¢asovou slozitosti mohli v soutézi dostat
nejvyse 4 body z celkovych 10.

P1i zkoumani kazdého dietniho planu zcela samostatné a oddélené od
ostatnich zadné efektivnéjsi feSeni zfejmé nevymyslite. Casovou sloZitost
algoritmu ale dokdzeme snizit, kdyz budeme mit hned od zacatku na pa-
méti, ze potiebujeme prozkoumat velké mnozstvi dietnich plant. Vyplati
se nam proto vykonat pfedem (a tedy jenom jednou) tu praci, kterd na
konkrétnim dietnim planu nezavisi a kterou pak budeme moci pro jednot-
livé dietni plany opakované vyuzivat.

V naSem piipadé si mizeme uSetfit praci spojenou s opakovanym pro-
chazenim posloupnosti s a vyhledavanim rdznych hodnot v ni, tzn. mt-
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Zeme optimalizovat ¢innost, kterou vykonava pomocna funkce Nejblizsi.
V riznych dietnich planech se totiz opakované vyskytuji stale stejna jidla
a my tudiz béhem feseni tlohy v posloupnosti s vyhledavame mnohokrat
opakované tytéz hodnoty. Nabizi se proto provést vhodny ptredvypocet,
prislusné pozice nejblizsich nasledujicich vyskyta raznych hodnot jidel si
spocitat dopredu a ulozit si je v pomocném poli. Mizeme pouzit napfti-
klad dvojrozmérné pole P, které bude obsahovat presné tytéz udaje, jaké
vystupni hodnoty vraci funkce Nejblizsi. Pii zkouméani kazdého dietniho
planu pak staci namisto opakovaného volani funkce Nejblizsi vzdy jen vy-
zvednout prislusnou hodnotu z pole P v konstantnim case. Tim snizime
¢asovou slozitost zpracovani jednoho dietniho planu na O(L) a feSeni celé
tlohy s K dietnimi pldny na O(K.L).

K tomu je tfeba pricist jesté ¢as potfebny na vypocet udaji ulozenych
v poli P — ten se ovSsem provadi pouze jednou a zvlddneme ho vykonat
v ¢ase O(N.M). Uvazované dvojrozmérné pole ma totiz velikost (N+1).M
— je tvofeno N + 1 faddky odpovidajicimi indextim odkud (od 0 do N)
a M sloupci odpovidajicimi ¢islam jidel hodnota (od 1 do M). Kazdy
prvek pole pritom spocitame v konstantnim case, kdyz budeme obsah pole
vypliiovat po sloupcich, a to vzdy zdola nahoru. Jestlize totiz Soqrud+1 =
hodnota, pak Plodkud, hodnota] = odkud + 1, jinak Plodkud, hodnota] =
Plodkud 4 1, hodnotal.

procedure VytvorPole;
{vytvafi pole P na zikladé udaji posloupnosti "s"}
var i, j: integer;

begin
for j:=1 to M do
begin
P[N,j]:=N+1;

for i:=N-1 downto O do
if s[i+1]=j then P[i,j]l:=i+1
else P[i,j]l:=P[i+1,]]
end
end;

Celkova ¢asova slozitost tohoto Feseni s polem je O(N.M+K.L). Oproti
puvodnimu jednoduchému Feseni bude rychlejsi za pfedpokladu, ze pocet
nabizenych jidel M je vyrazné mensi, nez pocet dietnich plant K. Pokud
bude celkovy pocet jidel M naopak velky, pak nadm feSeni s polem P moc
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nepomuze a jeho Casovd naroc¢nost muze byt dokonce vyssi, nez délka
vypoctu tvodniho primitivniho feSeni. Postup vypoctu vyuzivajici pole P
kazdopadné predstavuje pouziti urcité netrividlni ivahy s predvypoctem
a v soutézi jste za néj proto mohli ziskat az 7 bodl z 10. Je zajimavé,
Ze tento zpusob TfeSeni tlohy se mezi TeSiteli olympiady témeér neobjevil —
vétSina soutézicich skoncila u primitivniho feSeni uvedeného na zacatku
¢lanku, ti lepsi se naopak dostali jesté dale, az k jednomu z efektivnéjsich
postupti, které budou nasledovat.

Zkusme nyni urychlit nase vychozi feseni jinym zptisobem. Pti hledani
kazdého jidla ze zkoumaného dietniho planu d jsme v ném museli po-
stupné prochéazet posloupnost s a urcovat v ni prvni dalsi pozici mésta
takovou, kde se toto jidlo nabizi. Abychom toto hledani urychlili, aniz
bychom si museli vytvaret rozsahlé pole P, mizeme si pfedem vytvorit
M seznamu pozic mést, kde vaii jednotlivé speciality. Pro vSechna j od
1 do M si ozna¢me sezn[j] takovy seznam odpovidajici jidlu j. Tyto se-
znamy snadno ziskame jednim priichodem posloupnosti s, kdy pro kazdy
prvek si piiddme do pifslusného seznamu sezn[s;] jeho pozici i. Casova
slozitost této fdze vypoétu bude O(N) a vSechny seznamy pozic navic
ziskdme rovnou vzestupné usporadané.

procedure VytvorSeznamy;
{vytvaf¥i seznamy pozic jednotlivjch hodnot v posloupno-
sti "s"}
var i, j, hodnota: integer;
begin
for j:=1 to M do delkal[j]:=0;
for i:=1 to N do
begin
hodnota:=s[i];
delka[hodnota] :=delka[hodnota] + 1;
sezn[hodnota, delkalhodnota]]:=i
end
end;

Pomoci vytvorenych seznami pozic dokazeme vyznamné urychlit vy-
pocet funkce Nejblizsi z ivodniho feseni. Udaj Nejblizsi(odkud, hodnota)
je roven nejmensimu prvku seznamu seznl[hodnota] vétsimu nez odkud.
Pokud v seznamu sezn|hodnota] neexistuje prvek vétsi nez odkud, pak
Nejblizsi(odkud, hodnota) = N + 1. Hledany udaj muZzeme v piislus-
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ném seznamu nalézt pilenim intervalt v logaritmickém case vzhledem
k délce seznamu, pritom délka vSech seznamu je shora omezena délkou
posloupnosti s. Kazdé volani funkce Nejblizsi tedy miZeme provést v ase
O(log N). Celkové casova slozitost tohoto TeSeni je proto
O(N + K.L.log N). Upravenou funkci Nejblizsi si zapiSeme pouze sche-
maticky:

function Nejblizsi(odkud: integer; hodnota: integer):
integer;
{s vyuZitim vytvofenjch seznami hledd nejbliZsi pozici
vyskytu "hodnota" v posloupnosti "s", kterad nasleduje
za pozici "odkud"; kdyZ nenajde, vraci N+1}
var i: integer;
begin
if sezn[hodnota, delkalhodnotal] <= odkud then
Nejblizsi:=N+1
else
Nejblizsi := nejmenSi prvek ze vzestupné usporadaného
seznamu sezn[hodnota,1], seznl[hodnota,2], ...,
sezn[hodnota,delka[hodnotal] ktery je v&t3i nez
"odkud" - vyhledat pllenim intervald
end;

Programem s touto Casovou slozitosti jiz zvladneme efektivné vyftesit
kazda vstupni data az do velikosti uvedené v zadani tilohy. Reseni tohoto
typu se v soutézi objevila vicekrat a byla hodnocena az plnym pocétem 10
bodu.

Na zavér si ukazeme jesté jiny zptisob feSeni tlohy, ktery je zalozen
na soubézném zpracovani vsech K zkoumanych dietnich pland. Budeme
postupné prochazet mésty tvoricimi posloupnost s a pro i-té mésto vzdy
urc¢ime, jaky nejdelsi pocatecni tsek z kazdého z dietnich plant mize mit
kral jiz realizovan po projiti cesty si, So,...,s;. Délku tohoto tiseku v j-
tém dietnim planu oznac¢ime jako r; ;. UkdZeme si, jak budeme hodnoty r; ;
pocitat. Pfi pfichodu do ¢-tého mésta prodlouzime realizované pocatecni
useky téch dietnich plani, v nichz za dosud realizovanym pocateénim
usekem nasleduje praveé jidlo si. Pro takové dietni plany j tedy plati r;; =
rji—1 + 1, zatimco pro ty zbyvajici je r; ; = r; ;1. Zajim4 nés, ve kterych
dietnich pldnech bude platit po projiti celé posloupnosti s, ze r; v = L.
Praveé tyto dietni plany je mozné realizovat.
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Pfi implementaci popsaného algoritmu nebudeme ani potiebovat dvoj-
rozmérné pole r. Hodnota 7;; totiz zévisi pouze na bezprostfedné pred-
chazejici hodnoté r;;_1, nikoliv na hodnotach starsich. K uchovani po-
tfebnych informaci ndm proto postadi jednorozmérné pole r[j], v némz
budeme hodnoty r;; postupné piepisovat (tzn. zvétsovat je o 1, kdyz
bude tieba).

Primocara implementace pravé uvedeného postupu vede k feseni s ¢a-
sovou slozitosti O(N.K), jelikoz provadime N kroka vypoctu a v kazdém
z nich testujeme vSech K dietnich pland. Dostali bychom se tak k pro-
gramu s obdobnou casovou slozitosti, jakou mélo jiz nase vychozi primi-
tivni feSeni ulohy. Nabizi se ale lepsi moznost. Do programu doplnime pro
kazdé z nabizenych jidel seznam c¢isel téch dietnich plani, v nichz je uvazo-
vané jidlo ,na fadé“, tzn. v nichz uvazované jidlo bezprostiedné nasleduje
za jiz realizovanym pocatecnim tsekem. V i-tém kroku vypoctu pak staci
projit seznam odpovidajici jidlu s; a ten jiz primo urcuje cisla dietnich
plant j, u nichZ je t¥eba zvysit hodnotu r[j] o 1. Tato ¢isla dietnich plant
je ovsem tfeba zarover pfesunout do patri¢ného seznamu podle toho, jaké
jidlo se v nich dostalo na fadu po prodlouzeni realizovaného tiseku.

Takto upravené reseni vykona v i-tém kroku tolik operaci, jaka je aktu-
alni délka seznamu pro s;, neboli kolikrat se v tomto kroku zvysi néktera
z hodnot v poli r. Pole » m& K polozek a kazda z nich se mize zvysit
nejvySe L-krat, takze celkové se béhem vypocétu vykona nejvyse O(K.L)
téchto operaci. Do vysledné casové slozitosti je tfeba zapoditat jesté cas
O(N) potfebny na prichod posloupnosti s a ¢as O(M) potfebny na ini-
cializaci vSech M seznamu pro jednotliva jidla. Vysledna casova slozitost
je proto O(K.L + N + M).

Reseni s touto ¢asovou slozitosti pracuje dostatecné efektivné pro viech-
na vstupni data podle zadani tlohy a v soutézi bylo hodnoceno plnym
poc¢tem 10 bodi. Mezi feSenimi odevzdanymi v soutézi byla i feseni za-
lozena na této myslence, byla ale dosti ojedinéla. Programovou realizaci
tohoto posledniho algoritmu zde jiz neuvadime, podle uvedeného popisu
ji jisté zvladne kazdy sam, nebo ji muzete nalézt na webovych strankach
MO kategorie P na adrese http://mo.mff.cuni.cz/p/62/reseni-2.html
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