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Poznatky oznacované jako véty o zkiiZenych Zebricich (Crossed ladders
theorems) se nedavno staly popularnimi, protoZe usnadiuji feSeni nékte-
rych tuloh o pomérech obsahti ¢asti trojuhelnikii. Muze se stat, ze je zék
najde napiiklad na YouTube a pfekvapi ucitele neocekdvanym feSenim
ulohy z obr. 1:
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Obr. 1 Urdete obsah x, jestlize Saprg =6, Sapr =4 a Sppr =1
Tento piispévek si klade za cil dikladnéji seznédmit ¢tenafe s danou
problematikou.
Véty o zkrizenych zebricich a jejich pivod
Na poc¢atku byla klasickd uloha neznamého ptivodu (tak ji oznacuje

Gardner |[1, str. 62]), ktera vychazi ze situace na obr. 2 vlevo. Spociva
v urceni vztahu mezi vyskou vp pruseciku F' Zebiiki AD a BE opfenych
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o zdi a vySkami vp a vy mist D a E, v nichZz se horni konce zebiiki
dotykaji zdi.

Obr. 2 Zk¥izené zebiiky a obrazek k vété 1

Vysledny vztah
1 1 1
s (1)
a UpD )
souvisi s faktem, Ze délka té pricky lichob&Zniku, kterd prochazi pruseci-
kem jeho tihlopfi¢ek rovnobézné se zakladnami, je harmonickym primérem
deélek zakladen (viz napf. [2, str. 157-159] nebo [4]).

Roku 2002 vztah zobecnil americky stiedoskolsky ucitel Harold Joseph
Stengel [3]. Jeho prispévek shrneme ve t¥ech vétéach, jez pronikly do pove-
domi vefejnosti véetné nazvi, které se v ¢lanku vyskytovaly.

Budeme se zabyvat promitanim do pfimky p, rovnobéZnym s piim-
kou z. Délku tsecky ohrani¢ené libovolnym bodem Z a jeho primétem
znac¢ime zz. Termin cevidna uzivame pro usecku s krajnimi body ve vr-
cholu trojahelniku a ve vnitinim bodé protilehlé strany.

Véta 1 (véta o zkiizenych zebficich) Necht body E, D lezi v téZe polo-
roviné s hraniéni pfimkou p. Jejich priméty v promitani do p ve sméru
pifimky x }f p oznaéime po fadé A, B. Je-li F prusecik usetek AD a BE
(obr. 2 vpravo), pak

— = 2)

Diikaz. Plati ANALF ~ NABD a ALBF ~ NAABE. S vyuZitim obou
podobnosti dostavame

_ AL+ [LB| _ |AL| | |LB| _ zr L

1 = =
|AB] AB| T 1AB| b s

a odtud vztah (2), ktery je pro = L p ekvivalentni s (1).
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Stengel se dale zabyval situaci, kdy jsou zebiiky opfeny o stény chodby
trojuhelnikového profilu.
Véta 2 (zobecnéna véta o zkifZzenych Zzebiicich) V roviné trojthelniku
ABC uvazujme promitani do pfimky AB rovnobézné s pfimkou x. Ozna-
¢ime-li F' prusecik cevian AD a BE trojuhelniku, pak plati
1 1 1 1
+ +

D TR TF fc.

A K L M=N=B

Obr. 3 Vlevo ilustrace k vété 2, vpravo obrazek k jejimu dikazu

Diikaz. Uvazujme nejprve situaci na obr. 3 vpravo, pro niz je = || BC.
Praméty bodi E a F necht jsou po fadé K a L. Body C a D se zobrazi
do B. Oznac¢me jesté G ten bod prfimky BE, ktery se promitne do A.
Aplikaci véty 1 na body G, D, a pak na body G, C' dostavame
1 1 1 1 1 1

— =+ — a4 — =+ (4)
TE TG rp TR el Zc

Oba vztahy lze prepsat do tvaru
1 1 1 1 1

e TF D TE Zc ’

V ném je posledni rovnost ekvivalentni se vztahem (3), jenz jsme méli
dokazat.

Jiné situace netfeba vySetfovat, protoZe vztah (3) nezavisi na sméru
promitéani. Oznacime-li totiz praméty boda F, F, C a D pro promitani
urcené piimkou =’ }f x po fadé K', L', M’ a N, pak ze vzajemné podob-
nosti trojthelnika FKK', FLL', CBM’' a DBN' plyne

/ / / /
e _ Yk _Tc _*p _

TE TF Zc D
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Odtud a ze vztahu (3) dokdzaného pro z || BC zjistime

1+171(1+1)71(1+1)71+1
2y k \axp  zp/ k \zp  wzc/ ¥ al
Uvazujme dale situaci z vty 2 za pfedpokladu, ze x 1L AB. Vztah (3)

je pak ekvivalentni s rovnosti

1 1 1 1
+ = + :
%|AB|UD %|AB"UE %|AB|UF %|AB|’UC

kde vp, vg, vF a ve jsou vysky trojuhelniki ABD, ABE, ABF a ABC.
Plati tedy véta 3, které se téZ rika véta o (zk¥iZenych) zebficich, tfebaze
ji Stengel oznadil jen jako dusledek véty 2.

Véta 3 Protinaji-li se ceviany AD a BFE trojuhelniku ABC v bodé F,
pak pro obsahy trojihelniki ABD, ABE, ABF a ABC plati

1 1 1 1
+

()

Sap SaBe Sar Samc

Co Stengel neuvedl

Vysledek priuzkumu situace, kdy jsou zebiiky opfeny o stény prikopu
lichobé&Znikového prifezu (obr. 4), popisuje nasleduji véta.

Véta 4 V roviné trojuhelniku ABC uvazujme promitani do pfimky AB
rovnobézné s piimkou z. Jsou-li D, E po fadé vnitini body polopiimek
opac¢nych k polopifimkach BC, AC a je-li F prusecik usecek AD a BF,
pak

1 1 1 1 1 1 1 1
— 4+ — =" 3

- - G
Tp T TR XC Sap SaBe Sar Samc (©)

Diikaz se témér nelisi od dikazu véty 2. Jediny rozdil spociva v tom, Ze
bod C nyni lezi v opa¢né poloroviné s hrani¢ni piimkou AB, jak vidime
na obr. 5. Dusledkem je zadména bodi E a G v jejich poradi na piimce
BE, a tim i zaména zlomki -1 a -1 v druhém ze vztahi (4). Soustava

TR rag
mé nyni tvar
1 1 1 1 1 1
rp  Te  Tp re  Tp  TC

z n&j7 plyne (6).
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e

Obr. 4 Vlevo zkiizené zebiiky v piikopu, vpravo ilustrace k vété 4

E

rc

C
Obr. 5 Obrazek k dikazu véty 4

Dalsi konfiguraci pfimek AB, AC, BC, AD a BFE piedstavuje obr. 6.
Asi se nam nepodaii motivovat ji zkfiZzenymi Zzebiiky. Po zkuSenostech
z predchozich postupt v8ak neni tézké ovérit (uzitim promitani rovnobéz-
ného s jednou z piimek AC, BC), 7e plati

1 1 1 1 1 1 1 1

= a —_ = — .
Tk Tp o TF Sape SaBp Sac  SaBr
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Obr. 6 Dalsi z moznych konfiguraci

Nékteré z dalsich situaci vidime na obr. 7, ale zanechme radéji analyzy
a pristupme k syntéze. Abychom zahrnuli vSechny situace do jediného
celku, doplnime danou rovinu o nevlastni body. Na stfedni $kole ovSem ne-
budeme seznamovat studenty s projektivnim prostorem. Vystac¢ime s intu-
itivn{ pfedstavou nevlastniho bodu jako sméru rovnobézek (tzv. priseciku
rovnobéZzek v nekone¢nu).

Shrnuti

V dosud zkoumanych situacich byl pevné dan trojuhelnik ABC' a rovno-
bé&zné promitani do piimky p = AB ve sméru pifmky z }f p. Na pfimkach
BC a AC volime v daném pofadi body D a F, razné od vrchola trojahel-
niku. Priisecik pfimek AD a BE zna&ime F a pro body Z € {C,D,E, F'}
hledame vztah mezi délkami xz a vztah mezi obsahy trojuhelniki ABZ.

Délku xz jsme definovali jako délku usecky ZyZ, kde Zj je prumét
bodu Z. Nahradime ji redlnym ¢islem xz tak, aby platilo xz = xz, jestlize
Z lezi v polorovinég ABC', nebo xz; = —xz, pokud Z lezi v poloroviné
opacné. Bude-li bod C' nevlastni, zvolime za polorovinu ABC' libovolnou
z polorovin s hrani¢ni pfimkou p a do obrazku ji vyznacime Sipkami (viz
napf. obr. 8 vlevo).

Orientovanou vzddlenosti vz bodu Z od pifimky p rozumime vzdale-
nost vz opatfenou znaménkem +, jestlize Z lezi v poloroviné ABC, nebo
znaménkem —, pokud Z lezi v poloroviné opacné.

Orientovany obsah trojihelniku ABZ zavedeme vztahem

1
SABZ = 5 . |AB| *Vz.
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Pokud je néktery z bodi Z nevlastni, klademe

1 1 1 1 1 1
_ = = O’ —_— = — = 0 a = = 0.
Xz Xz vz vz Sapz Sapz
Za téchto predpokladt vzdy plati
1 1 1 1 1 1 1 1
Xp Xgp Xc XF SaBp SaBe Sapc SaBr @

Vgechny zkoumané situace lze roztidit do Sesti skupin podle toho, které
z bodu C, D, E a F jsou vlastni a které z nich lezi ve stejné polorovineé.

I. Body Z € {C, D, E, F} jsou vlastni a lezi v poloroviné ABC, viz napf.
obr. 7 vlevo nebo obr. 3. Zlomky ve vztazich (7) maji po zaménéch
Xz 7za Tz a Sapy za Sapz stejné znaménko.

I1. Body Z jsou vlastni, t¥i z nich lezi v jedné poloroviné s hrani¢ni pfim-
kou AB a jeden v poloroviné opa¢né (napt. obr. 7 uprostfed nebo
obr. 4). Jeden zlomek ve vztazich (7) ma po zaménach xz za rz a
SABz za Sapyz opafné znaménko nez zbyvajici t¥i.

ITI. Body Z jsou vlastni, dva z nich lezi v poloroviné ABC a dva v polo-
roviné opacné, viz obr. 7 vpravo nebo obr. 6. Dva zlomky ve vztazich
(7) maji po zdménach xz za xz a Sapz za Sapz znaménko plus, a
druhé dva minus.

Obr. 7 K situacim I, IT a III
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IV. Pravé jeden z bodt Z je nevlastni a vSechny t¥i vzniklé trojuhelniky
lezi v téze poloroviné s hranici p. TTi z moznych situaci vidime na
obr. 8. Predstavuji az na oznaceni totéz, zkiizené zebiiky z naSich
pocateénich tvah.

Obr. 8 Ruzné moZnosti pro situaci IV

V. Pravé jeden z bodu Z je nevlastni a vSechny tii vzniklé trojuhelniky
nelezi v téze poloroving s hranici p. Obr. 9 znazornuje nékteré moznosti
jako rizné interpretace téze situace, z niz pro obsahy vSech tii ¢asti
trojuhelniku rozdéleného pirickou rovnobéznou s jednou jeho stranou
a libovolnou z thlopfi¢ek vzniklého lichobéznikového dilu plyne pii
oznaceni podle obr. 10 vztah

5183 = S2(S1 + 52) (8)

1
SAE!F

1
“+
SABC

Obr. 9 Riuzné mozZnosti pro situaci V

VI. Jestlize jsou pravé dva z bodit Z nevlastni, vzniknou jen dva troja-
helniky. Jejich obsahy si jsou podle (7) rovny, coZ snadno ovéfime i
nazorne.
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Obr. 11 Rizné moznosti pro situaci VI

Jsou-li body C' a D nevlastni, pak C' = D a E = F. Trojtuhelniky
ABE a ABF jsou totozné, obr. 11 vlevo. Situace pro nevlastni body
C a E je analogicka.

Zvolime-li jako nevlastni body D a FE, obdrzime trojiuhelnik ABF
shodny s trojuhelnikem ABC, obr. 11 uprostied.

Analogické situace nastane, kdyZ jsou nevlastni body C' a F (obr. 11
vpravo).

Pokud by byl nevlastni bod F' a jeden z bodti D a E, byl by nevlastni
i druhy z nich. Konfiguracemi, kdy jsou alespoii tfi body Z nevlastni
se vSak nezabyvame (vznika nejvys jeden trojihelnik).
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O aplikacich

S jednim vyuZitim véty 3 jsme se seznamili na zac¢atku ¢lanku. Starsi
zpusob FeSeni této tvodni dlohy se opird o poznatek VI/1 z Eukleidovych
Zakladi, sice ze pomér obsaht dvou stejné vysokych trojuhelniki je roven
poméru jejich zakladen.

A
Obr. 12 Jina feSeni ulohy z obr. 1

Po dokresleni usecky C'F' do obr. 1 a oznaceni podle obr. 12 vlevo plati

Sarc : Srpc = |AF|: |FD| = Sarp : SrpB,
SEFC : SFBC = |EF| : ‘FB| = SEFA : SFBA-

Odtud obdrZime soustavu rovnic

6+y 4 y 6

x 1’ c+1 4

jez ma feSeni x =3 ay = 6. Je tedy Sgppc =z +y =9.
Analogicky postup podle obr. 12 vpravo vede k soustaveé
r+y+6 gy r 6
5 x4l 1 4

feseni =3 = 15
sTeSenim z = 5 ay = 3.

vvvvvv

uréime obsahy v8ech ¢asti trojuhelniku ABC, které vznikly jeho rozieza-
nim podél cevidn AD, BE a C'F. Pfitom predpokladame, Ze trojuhelnik
ma obsah S a |AF|: |FB| = |BD|:|DC|=|CE|:|EA| =1:2.
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Pfi oznaceni podle obr. 13 vlevo zjistime pomoci véty VI/1, Ze plati

S 25
Sapp = 3 SABE = ER
Vztah (5) méa tvar
5.3 1 1
S 28 Sapr S’
Odtud
2 S
Sapr = 75 a Sppx = SaBp — SaBk = oT

Vypocty pro obsahy trojuhelniki BCL, CEL, CAM a AFM jsou analo-
gické, obdrzime

S
Sarm = Sepx = ScEL = —,

21
28 S 55
SrexM = SpcLk = SpamL = TR
S
Skrm = Spap — (Sapx + Spamr) = -

C

A F B A F B
Obr. 13 Rozfezani trojuhelniku ABC na sedm ¢&asti

Jiné TeSeni, jez obchazi aplikaci véty 3, vyuzivad symetrického zadéani
ilohy. Body D, E a F rozdéluji strany trojihelniku stejnym zptisobem.
Pokud napiiklad nalezneme postup urceni obsahu Sars, pak cyklickou
zdménou boda v trojicich (A, B,C), (D, E, F) a (K, L, M) obdrZime tentyz
vysledek pro Sppx nebo Scpr. Mizeme tedy stejné obsahy trojihelniki
AFM, BDK a CEL oznacit z. Po pfidani tuse¢ek AL, BM a CK (obr. 13
vpravo) zvolime pro kazdy z obsahu trojuhelnika M BK, KCL a LAM
znak y. Trojuhelniky BMF, CKD a ALE maji stejny obsah 2x.
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Snadno ovéfime, ze Sapp + Spcr + Scar = S, proto je soucet obsaht
¢asti, v nichz se tyto trojihelniky pfekryvaji, roven obsahu jimi nepokryté
¢asti K LM trojihelniku ABC, tedy

Skim = Sarm + Sepk + Scer = 3.

Z podminky Sgpg; = 254 obdrzime rovnost
Sr+y=2(x+vy),

z niz plyne y = 3z. Se¢tenim obsahii vSech dili zjistime S = 21z, od-
tud x = % Trividlni dopocteni ostatnich obsahti vede k jiz uvedenym
vysledktim.

Zaveér
Harmonicky pramér h dvou kladnych ¢isel a a b je definovan vztahem
2 1 1

h  a + b’

a tak lze vétu 3 vyslovit i jako zajimavy a snadno zapamatovatelny po-
znatek:

Harmonicky primeér obsahi trojuhelniki ABD a ABE je roven harmo-
nickému priméru obsahu jejich priniku a obsahu trojiuhelniku ABC.

Tato v€ta usnadiiuje a urychluje FeSeni urcitého typu tloh z matema-
tickych olympiad, coz je pro Tesitele vyhodou. P#i soutézi usetii cas. Po-
uzivani poznatku samotného pii feSeni tloh pfili§ nerozviji geometrické
mysleni. Student se totiz aplikaci nau¢eného vztahu vyhne dikladnégjsi
analyze naCrtnutého obrazku.

Clanek je v plném rozsahu pouzitelny pro praci v zajmové matematice.
Po motivaci klasickou tilohou o Zeb¥icich mohou Zaci pfi vhodném vedeni
sami nalézat dalsi situace a Tesit je, jak bylo vySe uvedeno.
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