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I v tomto ¢lanku budeme pokracovat v prezentaci zajimavych trojic
bodu, které lezi na jedné piimce. Pti dukazech nékterych ptedloZenych
tvrzeni nam budou opét poméhat véta Menelaova a véta Cévova uve-
dené v [5]. Podobné pomocnou literaturou jsou publikace [1, s. 52-58],
[4, s. 28-51]. Piiklady prezentované v tomto ¢lanku jsou pievazné ¢erpany
z publikaci [2, s. 51-79], [3, s. 98].

Dalsi trojice boda lezicich na jedné primce
Priklad 1

Tétivovy ¢tyithelnik ABC D mé navzajem kolmé tuhlopticky AC, BD,
jejich prusecik ozna¢me L. Je-li K pata kolmice z bodu L na stranu AB a
M stied strany C'D, pak body K, L, M lezi na jedné pifimce. Dokazte.

Resent. Sledujme obr. 1. Usetka KL je vyska pravothlého trojihelniku
ABL, proto jsou thly KLB a BAL shodné. Uhly BAC a BDC jsou
obvodové thly k tétivé BC, takze jsou shodné. JelikoZ je bod M stfedem
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strany C'D a trojthelnik C LD je pravouhly, je |[DM| = |LM|. Trojthelnik
DML je tudiz rovnoramenny se shodnymi ahly M DL a MLD.

7 téchto uvah vyplyva, ze jsou thly K LB a M LD shodné, takze body
K, L, M lezi na jedné piimce.

Priklad 2 (jedna z variaci Pappovy tlohy)

Ve ¢tyiahelniku ABC D jsou uvnitf stran AB, CD zvoleny postupné
body FE, F. Prusec¢ik piimek EC, BF oznatme K, prusecik piimek AC,
BD ozna¢me L a prisecik primek AF', ED ozna¢me M. Dokazte, Ze body
K, L, M lezi na jedné piimce.

Reseni. Uvazujme trojuhelnik UVW, kde bod U je prisecikem pifmek
AC, ED, bod V prisec¢ikem piimek AC, BF a W prusecikem piimek
ED, BF (obr. 2a).

w

Obr. 2a

Vyuzijeme pétkrat Menelaovu vétu pro trojihelnik UVW a pro primky
BD, EC, AF, CD, AB, tedy

UD| WB| VL _,  |UE| WK| [VC| _

= =1
\WD| |VB| |UL| ’ [WE| |VK| |UC| ’
[UM| |WF| |VA| . \WD| |VF| |UC| .
\WM| |VF| |UA \UD| |WF| |vC| 7

\WE| [VB| |UA] _

=1.
[UE| |WB| |VA]
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Vynésobenim vSech péti rovnosti dostaneme

UM| WE| VL
Wi VK| UL~

coz podle Menelaovy véty znamené, ze body K, L, M lezi na jedné piimce.

Poznamka. Zde uvedeny piiklad je jednou z moznych poloh zadanych
bodu A, B, C, D, E, F. Dalsi moZnou polohu téchto bodii ukazuje obr. 2b.

Obr. 2b

Piiklad 3 (Pascalova véta)

Sestitthelnik ABCDEF je vepsany do kruznice. Pfimky, na nichz lezi
strany BC, E'F, se protinaji v bodé K, pfimky, na nichz lezi strany AB,
DE, se protinaji v bodé L a piimky, na nichz lezi strany AF, CD, se
protinaji v bodé M. Dokazte, Ze body K, L, M lezi na jedné piimce.

Reseni. Oznacme U prisecik pifmek CD, EF, dale V prise¢ik piimek
AB, EF a W priisecik pfimek AB, C'D (obr. 3). Nyni pouzijeme t¥ikrat
Menelaovu vétu pro trojuhelnik UVW a postupné pro piimky BC, DFE,
AF. Vzniknou rovnosti

VBl |WC| JUK| _ VL |WD| |UE| _

|[WB| |UC| |VK] ’ |WL| |UD| |VE|
VAl |WM| [UF|
(WA[ [UM| [VF|

L,

1.
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v
Obr. 3

Tyto t¥i rovnosti vzajemné vynasobime a ¢initele v ¢itateli i jmenovateli
vhodné preusporadame do tvaru, kde budeme moci vyuzit mocnosti bodu
ke kruznici. Tedy dostaneme

\UE|-|UF| |VA|-|VB| |[WC|-|WD| |VLl |WM| |[UK|

|UC|-|UD| |VE|-|VF| |WA|-|WB| |WL| |[UM| |VK|

1.
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Prvni zlomek na levé strané je roven jedné, nebot v jeho Citateli i jmeno-
vateli je dvéma zpisoby zapsdna mocnost bodu U vzhledem k dané kruz-
nici opsané Sestitthelniku. Stejné tak druhy i tieti zlomek na levé strané
jsou rovny jedné. Zbyla nam tedy rovnost

VLl [wM| |UK|
Wzl M| VK|

ktera vyjadiuje podle Menelaovy véty pro trojuhelnik UVW, Ze body K,
L, M lezi na jedné piimce.

Piiklad 4 (Pascalova véta zredukovana na ¢tyfuhelnik)

Ctyrahelnik ABDE je vepsany do kruznice. Teény v bodech B a E
se protinaji v bodé K, pfimky AB, DFE se protinaji v bodé L a pFimky
AFE, BD se protinaji v bodé M. Dokazte, ze body K, L, M lezi na jedné
piimce.

Reseni. Uvazujme pitklad 3, kde se mluvi o Sestithelntku ABCDEF ve-
psaném do kruZnice. Nechame-li splynout body B, C' a body E, F, do-
staneme ¢tyiahelnik ABDE. Misto pfimky BC' vznikne te¢na ke kruznici
v bodé B a misto pfimky EF vznikne tena v bodé E (obr. 4).

Obr. 4

Matematika — fyzika — informatika 31 (4) 2022 265



Analogicky dostaneme body U, V, W a muZeme aplikovat Menelaovu
vétu pro trojihelnik UVW a ptislusné primky. Poté cely dikaz dokonéime
jako v prikladu 3.

Priklad 5

CtyFthelniku ABCD je vepsana kruznice, body dotyku stran tohoto
¢tytahelniku s kruznici tvofi ¢tyfihelnik PQRS podle obr. 5, pak pfimky
PQ, RS jsou bud rovnobézné, nebo se protinaji v bodé X. Ve druhém
pripadé lezi body A, C', X na jedné piimce. Dokazte.

Obr. 5

Reseni. Budeme se zabyvat pouze druhym piipadem, tedy dokdZeme, Ze
body A, C, X leZi na jedné piimce. PouZijeme nejprve Menelaovu vétu
pro trojuhelnik ABC' a pfimku PQ. Plati

AP| |BQ| |CX]| _
BP| 10Q| |AX]

L,

odkud za piispéni rovnosti |BP| = |BQ| dostaneme

|AX|  |AP|

cx||eQl

Tuto rovnost vyuZijeme v nasledujicich rovnostech. A vyuzije postupné i
rovnosti |[DR| = |DS|, |[AP| = |AS|, |CR| = |CQ).
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Nyni dokézeme, ze body S, R, X lezi na jedné pfimce. Pouzijeme k tomu
rovnosti

[AX] |CR| |DS| _ [AP| |CR| _ |CR| _

: - = =1.
|CX] |[DR| [AS] [CQ| [AS] |CQ|

A to je tvrzeni Menelaovy véty pro trojuhelnik ACD a pfimku SR. Tim
je dokazano, ze body S, R, X lezi na jedné pifimce.

Poznamka. V piikladu 5 analogicky plati, ze i prise¢ik primek QR a PS
lezi na jedné primce spolecné s body B, D, nebo Zze jsou pfimky QR a PS
rovnobézné. Dokonce plati je$té obecnéjsi tvrzeni nez v pfikladu 5, to si
nyn{ uvedeme.

Priklad 6

Je déan ¢tyttahelnik ABC D, na jeho stranéch jsou jsou zvoleny body P,
@, R, S podle obr. 6. Jestlize pruse¢ik X pfimek PQ a RS lezi spoletné
s body A, C na jedné pfimce, lezi také pruseéik Y piimek QR a PS
spole¢né s body B, D na jedné pfimce. Dokazte.

Y

Obr. 6

Resent. Podle Menelaovy véty pro trojuhelnik ABC' a pfimku PQ muZeme
psat

AP |BQI [CX| _
BP||CQl 1AX| ~
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odkud
x| |BP| |cQ)

[AX| — |AP| [BQI

Stejné tak podle Menelaovy véty pro trojihelnik AC'D a p¥imku SR
muizeme psat
IDR| |AS| |CX|

. . =1
|CR| |DS| |AX]

9

odkud
\AX]_\DRL|AS
|CX\_|CR||DS(

7 obou rovnosti vyplyva rovnost

AP| |BQ| _|DR| |AS
[BP| " 1CQl ~ ICR| 1DS|’

a tedy
|AP|-|BQ| - |CR|-|DS| = |AS|-|BP|-|CQ]- |DR|.
Jesté napisme Menelaovu vétu pro trojuhelnik ABD a pfimku P.S

|DS| |[AP| |BY] _

. =1
|AS| |BP| |DY|

b

odkud
|BY| _ |AS| |BP|
|DY| |DS| |AP|

Nyni dokézeme, ze body @, R, Y lezi na jedné p¥imce. PouZijeme k tomu
rovnosti ziskané vyge, takze plati

ICQLIDRLBYIZICQI,MUH,(MSLIBPU
BQ| |CR| |DY| ~ 1BQ| |CR| \|DS| " [AP]
CBPLICQU,<HHHJA$)ICXW,AXI

= =1.
[AP| [BQ| ICR| |DS|)  |AX] |CX]

To je tvrzeni Menelaovy véty pro trojihelnik BC'D a pfimku QR. Tim je
dokazano, ze body @, R, Y leZi na jedné piimce.
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Ulohy k samostatnému reSeni

Uloha 1

Dokazte tvrzeni z prikl. 2 pro polohu bodu A, B, C, D, E, F na obr. 2b.
Uloha 2

Je dédno 6 bodu A, B, C, D, K, M takovych, Ze se piimky AM, BK,
CD protinaji v jednom bodé a piimky AB, CK, DM se protinaji v jednom
bodg&. DokaZte, Ze se v jednom bodé& protinaji také piimky AC, BD, K M.
Uloha 3

Dokazte tvrzeni z piikladu 3 pro ptipad, Ze v Sestithelniku ABCDEF
splynou body B, C a také splynou body D, E, takze vznikne ¢tyriuhelnik
ABDF.
Uloha 4

Na kruznici se stfedem S je pét bodu A, B, C, D, E v tomto poradi.
Body jsou umistény tak, Ze |[X ACB| = | ADE| = 45°. DokaZte, Ze body
E, S, B lezi na jedné piimce.

Navody k reSeni zadanych tloh

Uloha 1: Postup ditkazu je totozny jako v piikladu 2.

Uloha 2: ReSeni tlohy lze provést pomoci FeSeni piikl. 2 s pomoci obr. 2a.
Uloha 3: Ditkaz je analogicky jako v piikladu 4.

Uloha 4: Obvodovy thel nad tétivou AB mé velikost 45°, proto st¥edovy
thel nad touto tétivou ma velikost 90°. Stejné tvrzeni plati pro tétivu AFE.

Tento ¢lanek opét navazal na ten predchozi. I zde jsme predstavili né-
kolik zajimavych trojic boda v roviné, které lezi na jedné piimce. Dalsi
zajimavé trojice bodu pfedstavime v navazujicich ¢lancich.
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