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Jednim z typua tuloh, které v geometrii feSime, jsou konstrukéni ulohy.
Ve skole to jsou zejména tlohy feSené pravitkem a kruzitkem, tedy tlohy
planimetrické, eukleidovské. S pomoci didaktického softwaru muzeme ale
Tesit i dlohy prostorové. Jednu takovou sadu tloh v élanku ukézeme.

Konstrukéni tlohy v prostoru

Konstrukéni trojrozmérné tlohy v ucebnicich stereometrie nebyvaji,
prestoze by mohly studenty zaujmout a pfispét k jejich motivaci. Né-
které konstrukéni dlohy miizeme diky znalosti zobrazovacich metod fe-
Sit pfi deskriptivni geometrii pomoci pravitka a kruzitka. Okruh studenta
schopnych tyto tlohy vyftesit ale miZzeme snadno rozsitit tim, ze k feSeni
vyuzijeme vhodny didakticky software. Konstrukece (a obrazky) v tomto
textu jsou vytvorené v GeoGebie.

1. Jeden typ konstrukce mnohostént

Zadani: Sestrojte pravidelny mnohostén o daném poctu stén, je-li ddna

jeho hlavni télesovd whlopficka (tj. whlopricka, kterd spojuje dvojici proti-
lehlgch vrcholi télesa).

Pozndmka. V pravidelném ¢étytsténu télesova tthlopficka neexistuje. Proto
v tomto pfipadé upravime formulaci zadani a budeme hledat pravidelny
¢tyistén ABCD dany pramérem jemu opsané kulové plochy, ktery pro-
chéazi danym vrcholem A hledaného mnohosténu.

Télesovou thlopiitkou (¢i pramérem opsané kulové plochy prochéze-
jicim vrcholem) bude hledany mnohostén uréen jednozna¢né aZ na oto-
eni kolem dané pifmky. Ulohu budeme povazovat za vyfesenou po sestro-
jeni libovolné stény pozadovaného pravidelného n-tthelniku, protoze dalsi
vrcholy sestrojime na opsané kulové plose pomoci shodnosti trojihelniki.

Regeni zobrazime v trojrozmérném nahledu. Za konstrukéni kroky bu-
deme povazovat takové trojrozmérné konstrukce zvoleného softwaru, které
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jsou obdobou rovinnych rysovacich nastroju:

— sestrojeni kolmice a rovnobézky v roving,

— sestrojeni kolmé a rovnobézné roviny,

— sestrojeni kulové plochy s danym stfedem a prochézejici danym bodem.
Kromé téchto nastroji pouzijeme pro piehlednost celé konstrukee (jako

jeden krok) i pfimy néastroj, ktery ma GeoGebra mezi zédkladnimi pitkazy:

konstrukci pravidelného trojuhelniku, ¢tverce ¢i pétithelniku v roviné. To

proto, abychom zabrénili pfeplnéni trojrozmérné scény eukleidovskymi po-

stupy.

jeme zadné pokrocilé znalosti z trojrozmérné geometrie, postaci vSimnout
si téch spravnych vztaha.
Podivejme se na danou tlohu ve v8ech péti pripadech.

A A A A «
A’ AI A’ AI AI

Obr. 1 Pétice pravidelnych mnohostént s vyznacenymi kruznicemi, na nichz lezi
vrcholy télesa

A A A A A
A A A A o
Obr. 2 Pohled kolmo na zadanou pfimku AA’
Nelze si nev8imnout, Ze zbyvajici vrcholy mnohosténu (kromé danych

bodu A, A’) lezi symetricky na kruZnicich v rovinach kolmych k dané
primce. Pokud dokazeme urcit, v jakém poméru déli roviny kruZnic danou
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usecku AA’, bude uloha vyfesena: Sestrojime jednu kruznici, na ni zvolime
vrchol mnohosténu a sestrojime patfi¢ny n-thelnik jedné stény.

Ulohu postupné vyfesime pro jednotlivé mnohostény. Za¢neme nejsnazsi
tlohou.

1.1. Pravidelny osmistén

Zbyvajici 4 vrcholy pravidelného osmisténu lezi ve vrcholech ¢tverce na
kruznici, kterd je prisecnici opsané kulové plochy a roviny soumérnosti
usecky AA’. Tim jsme ziskali vSechny vrcholy télesa.

1.2. Pravidelny c¢tyrstén
K vyfeseni tlohy pomuze uvédomit si, Ze stied opsané kulové plochy

My

zobecnénim pojmu t8zisté od trojuhelniku v roviné ke étytsténu v prostoru.
MiZeme pfedem vyzkoumat (nebo odhadnout) jeho polohu: lezi ve ¢tvrting
téZnice.

Tento poznatek staci k vyfeSeni ulohy: Zbyvajici vrcholy pravidelného
Gtytrsténu lezi ve vrcholech rovnostranného trojihelniku. Vyska na tuto
sténu splyva v pravidelném ¢&tyfsténu s téznici, ktera prochazi tézistém
télesa (a tedy i opsané kulové plochy) i t&zistém stény. Primér AA’ kulové
plochy je proto bodem S = T a patou vysky na sténu BC'D délen v poméru

3:1:2. Rovina hledané stény déli asecku AA’ v poméru 2 : 1.

1.3. Krychle

Zbyvajicich Sest vrcholi krychle tvofi vrcholy dvou rovnostrannych troj-
thelnikt v rovinach kolmych k dané télesové thlopiic¢ce. Uréime, v jakém
poméru déli tyto roviny danou uhlopiicku.

Vime, ze kazda hrana krychle patii do jednoho ze t¥i smért. VSechny
hrany krychle sviraji s télesovou thlopfickou stejny thel, jejich kolmy pri-
mét na dhlopficku je tedy shodny, a tudiz rovina, v niz lezi vrcholy hran
vychéazejicich z daného vrcholu A, je kolma k dané uhlopricce AA’ a déli
ji na tretiny.

Zvolime libovolny vrchol na kruznici, kterd je priiseénici této roviny
s opsanou kulovou plochou a v roviné sestrojime rovnostranny trojuhel-
nik. Zbylé t¥i vrcholy jsou stfedové soumérné s pravé sestrojenymi vrcholy
podle stiedu krychle (opsané kulové plochy).
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Obr. 3 Roviny vedené vrcholy krychle déli télesovou uhlopficku na t¥etiny

1.4. Pravidelny dvanactistén

Zédny z postupt, ktery jsme vidéli v predeslych konstrukcich, tento-
krat nemiizeme pouzit. Hrany pravidelného dvanactisténu sviraji s danou
uhlopfickou zjevné rizné thly a ve ¢tyfech po dvou soumérnych rovinach
kolmych k dané uhlopiicce lezi jednak trojice, jednak Sestice dalsich vr-

cholu télesa. Navod k feSeni davaji stény télesa — pravidelné pétithelniky.

Obr. 4 Dva pohledy na sousedni pétithelnikové stény pravidelného dvanacti-
sténu

Poméry, v nichz déli zminéné roviny danou télesovou thlopficku, jsou
uréeny poméry vzdalenosti v jednotlivych pétithelnicich stén:

Pomeér 1: Pomér vzdalenosti thlopiicky BE od vrcholu A a vzdalenosti
strany CD od vrcholu A v pétichelniku ABCDE (tj. |AP| : |AQ|
na obr. 5) je shodny s pomérem priméti téchto vzdalenosti na ihlo-
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pricku AA’, tedy s pomérem vzdalenosti prislusnych kolmych rovin od
vrcholu A.

Pomér 2: Podobné pomér vzdalenosti ithlopiicky DF od vrcholu E a vzda-
lenosti strany HG od vrcholu E' v pétitthelniku EFGHD (tj. |ER| : |ES|
na obr. 5) je shodny s pomérem priméti téchto vzdalenosti na dhlo-
pricku AA’, tedy s pomérem vzdalenosti rovin kruznic ki, ko (obr. 4)
ku vzdalenosti rovin kruznic k1, k3.

A N

o

Obr. 5 Poméry délek v pétitihelnicich a konstrukce bodt na piimce AA’ vyuzitim
podobnosti

Oba poméry jsou analogické poméry vzdalenosti v pravidelném péti-
uhelniku, jsou si tedy rovny. Pfi znaeni podle obr. 4 tedy také plati:
|AN|: |[NM|=|NM]|: |ML|.

Pomér |AP| : |PQ| vzdélenosti v pravidelném pétighelniku (obr. 5) je
znamy pomér zlatého fezu. Pokud s nim nejsme obeznameni (coZ by bylo
jisté 8koda), pro dalsi postup konstrukce to nevadi, postupné poméry se-
strojime pomoci pravidelného pétithelniku (pro jehoz konstrukei ma Geo-
Gebra pfimy nastroj) opakovang, byt zbyte¢né krkolomné. Z vlastnosti
zlatého Tezu ale vime, Zze |AP| : |PQ| = |PQ| : |AQ| a konstrukci rychle
dokonéime. Danou tthlop#i¢ku rozdélime v uréeném poméru pomoci podob-
nosti. Diky soumérnosti podle jejiho stfedu S staci sestrojit body K, L.
Na obr. 5 jsme ve vhodné roving (zde v roviné kolmé k AA’) prochazejici
danym bodem A’ sestrojili pomoci konstrukei v pravidelném pétithelniku
body K’, L', M’, pro které plati |A'K’| : |[K'L'| = |[K'L'| : |[A'L| =
= |K'L'| : |L’M'|. Podobnosti, v niz stfedu S’ usecky L'M’ odpovida
stfed S télesa, jsme pak sestrojili body K, L. Dale sestrojime bodem K
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rovinu kolmou k AA’, kruznici, ktera je jeji priisecnici s opsanou kulovou
plochou, a na ni zvolime vrchol dvanactisténu.

Vidime, Ze z rovnosti uvedenych pomérta vzdalenosti v pétithelnicich
stén a z vlastnosti zlatého fezu plyne |KL| : |A'L| = |KL| : |LM]|, tedy
|A'L| = |LM|. Symetricky dle stiedu S také |LM| = |MA|. Proto body
L, M — a tedy roviny, na nichz lezi Sestice vrcholu télesa — déli télesovou
ahlopficku AA’ na tietiny.

Pro dalsi postup konstrukce vrcholu télesa se nabizi nékolik néstroji:
pfimé konstrukce pétitthelniku v uréené roviné ¢ postupné sestrojovani
dalsich vrcholu télesa jednak otacenim jiZz sestrojenych vrchold, jednak
vynésenim délek (pomoci kulovych ploch nebo kruZnic v rovinach stén
t&lesa).

1.5. Pravidelny dvacetistén

Stény pravidelného dvacetisténu jsou rovnostranné trojuhelniky. Zda se
tedy, ze opét zadny z dfive pouzitych postupi nedava navod, jak téleso
sestrojit. Zbyvajici vrcholy télesa lezi symetricky ve dvou rovinach kolmych
k dhlopf¥icee, jejich vzdalenosti ale nezndme a trojuhelniky stén lez{ mezi
témito rovinami.

Po chvili pozorovani vsak i zde najdeme pravidelné pétituhelniky. Nejsou
to stény, ale rezy télesa rovinami vedenymi jeho vrcholy tak, Ze odfezavaji
jeden vrchol. Na obr. 6 vidime dva takové navazujici pétithelniky ABCDE
a A'DEFG. Diky nim odvodime, Ze poméry, v nichZ kolmé roviny vedené
vrcholy déli danou thlopiicku (priseéiky K, L na obr. 7), opét vycha-
zeji z poméru zlatého Fezu mezi vzdélenostmi v pravidelném pétiahel-
niku. Ze shodnosti pétithelnikat ABCDE, AADEFG plyne |A'K|: |[KL| =
=|KL|:|AL|l=|AL|: |KL|.

Obr. 6 T¥i pohledy na sousedici pétithelnikové fezy v pravidelném dvacetisténu

26 Matematika — fyzika — informatika 32 (1) 2023



Pii konstrukci opét muzeme vyuzit toho, ze stfed dané uhlopficky je
stfedem hledané asecky K L a podobnosti sestrojit pouze bod K (obr. 7).
Vzhledem k vySe uvedené konstrukci vrcholt pravidelného dvanactithel-
niku tedy povazujme dalsi postup konstrukce za zfejmy.

Obr. 7 Poloha pruse¢ika K, L s rovinami vrcholi a konstrukce bodu K

1.6. Poznamka ke krychli

Konstrukei krychle mtzeme oduvodnit také pomoci souvisejicich stén:
Kazdé z rovin prochézejicich dalsimi vrcholy kolmo k dané thlopfic¢ce pili
Ctverce t¥i stén se spoletnym vrcholem (obr. 8). Mezi rovinami pak lezi
zbyvajici poloviny vSech Sesti stén krychle. Roviny tedy protinaji télesovou

thlopficku v jedné tietiné.

2. Zavér — radost z objevovani

2.1. Jedna davna uloha

Vétime, ze odbocka od obvyklych stereometrickych témat ke konstrukéni
tloze muze byt pro studenty osvézenim a pomuze upevnit piredstavu o pro-
storovych vztazich. Nejde jisté o nové dlohy, takové dlohy fesili stfedosko-
laci uz za Rakousko-Uherska a dnes by s jejich feSenim nejspis méli potize.
Po vyfFeseni ulohy s krychli studenti ale jisté (a snad i rychle) vyfesi ulohu,
kterou do [1] poslal pan ucitel Frantisek Jirsak z Dobfenic (zadani jsme
preformulovali do soucasné Gestiny, origindlni znéni najde ¢tenar v [1]):
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Obr. 8 Roviny vedené vrcholy pili stény krychle

Do krychle vepiseme dvé télesa:

a) kolmy vdlec, jehoZ osa splyvd s télesovou uhlopFickou krychle a jehoZ
kruhové hrany podstav se dotykaji kazZdd tii stén krychle v jejich stiedech;

b) dvojkuZel, jenz md vrcholy v krajnich bodech télesové whlopiicky a
jehoZ kruhovd podstavnd hrana se dotykd vsech Sesti hran krychle. Urcete
pomeér objemu vdlce a dvojkuZele.

[Reseni je ve 3. &sle téhoz roéniku [2].]

2.2. Dvanactistén a krychle — dalsi vztahy

P1i konstrukei krychle i pravidelného dvanactisténu jsme zjistili, Ze ro-
viny obsahujici dalsi vrcholy télesa déli danou télesovou thlopficku na
tretiny.

Dokazete ,,vepsat® krychli do pravidelného dvanactisténu?

A téz8i uloha: Zkuste ,,opsat® dané krychli pravidelny dvanactistén se
spole¢nou opsanou kulovou plochou.

2.3. Dalsi konstrukéni dlohy

V systému GeoTest [4] je pFipraveno asi 100 prostorovych konstrukénich
tloh rizné obtiznosti, které mohou studenti fesit samostatné, bez podpory
ucitele, protoze systém automaticky vyhodnoti spravnost provedeného re-
Seni. Spole¢né feSeni a objevovani prostorovych vztahii ve skole pfi hodiné
ale asi bude pro studenty zajimavéjsi a bude je k TeSeni vice motivovat.
Zejména, pokud jde o ulohy, k jejichz vyfeSeni staci jen pozorovat a vSimat
si uziteénych vztahi.
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O jisté netrivialni mnoziné bodu
V TovIne
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Cilem tohoto prispévku je zkouméni jedné netrividlni mnoziny bodu
v roving, kterou je mnoZina téZist vSech rovnostrannych trojahelniki ve-
psanych do daného ¢tverce tak, Ze vSechny tf¥i vrcholy kazdého z téchto
rovnostrannych trojuhelniki lezi na hranici daného ¢tverce.

Podnét k Feseni uvedeného problému vzesel z praktické ukazky T. Cheh-
larové z Bulharské akademie véd, ktera prezentovala vysledky projektu
,Integrace manipulativnich digitalnich prostfedkt do vyuky matematiky*
na workshopu Innovative Mathematics Learning Software for Migrant Stu-
dents, kterou porddala v fijnu 2019 Univerzita Konstantina Filozofa v Nitfe,
viz [1].

Snadno je vidét, ze pro fixovanou polohu bodu K na hranici daného
¢tverce ABCD sestrojime zbyvajici dva vrcholy K, L hledaného rovno-
stranného trojuhelniku K LM uzitim oto¢eni R(K, +60°), v némz obrazem
vrcholu L je bod M (M # K), ktery ziskame jako priise¢ik hranice obrazu
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