Zajimavé matematické ulohy

Uvefejhujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické tlohy,
v niz mj. uvadime zadani dalsi dvojice novych tloh. Jejich feSeni mutzete
zaslat nejpozdéji do 30. 6. 2023 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI, 17. lis-
topadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou na emailovou
adresu mf i@upol.cz. Zajimava a originalni feSeni tloh radi uvetejnime.
Uloha 283

Urcete nejmensi prirozené ¢islo n, které dava soucasné pii déleni tfemi
zbytek 2, pri déleni ¢tyfmi zbytek 3, pii déleni péti zbytek 4 a pri déleni
¢islem 2023 zbytek 1. Jaroslav Svréek

Uloha 284
Jsou déany dva rtzné body A, B a pfimka p rovnobé&zné s tseckou AB.

Na pifimce p najdéte vS8echny body C, pro které je hodnota soucinu
|AC| - |BC| co nejmensi. Pavel Caldbek

Dale uvadime feSeni uloh 279 a 280, jejichz zadani jsme zvefejnili ve tie-
tim ¢isle lonského (32.) roéniku naseho Casopisu.

Uloha 279
Dokazte, ze pro vSechna redlna ¢isla a > 1, b > 2, ¢ > 1, d > 2 plati
nerovnost

a2 142V —4+4V2 —1+2V2 -4 < (a+ )b+ d)

a uréete, pro které hodnoty pf¥irozenych &isel a2, b2, ¢?, d? nastane rovnost.
Jaroslav Zhouf

Reseni. Nejprve dokdzeme nerovnost

2v/a2 — 1+ /b2 — 4 < ab. (1)

Obé strany této nerovnosti jsou nezéporna éisla, tato nerovnost je tak
ekvivalentni nerovnosti mezi jejich druhymi mocninami

4(a® — 1) +4+/(a® — 1)(b% — 4) + b* — 4 < a®b?,

neboli po tpraveé

4/ (a2 = 1)(12 — 4) < (a®* = 1)(b* — 4) + 4.
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Odtud snadno vidime, Ze tato nerovnost je ekvivalentni s platnou nerov-
nosti

0< (V@ =1 —14) —2)%,
pri¢emz rovnost nastane, pravé kdyz
(@ =1 —4)=4=1-4=2-2=4-1, (2)

kde vpravo jsou vSechny rozklady ¢isla 4 na sou¢in dvou prirozenych &isel.
Pro piirozena &isla a? > 1, b2 > 4 tak rovnost nastane, pravé kdyz

(a®,0%) € {(2,8),(3,6),(5,5) }. (3)
Podobnym zpisobem jako nerovnost (1) dokadZeme i nerovnosti
Vb2 — 4422 —1 < be,
2v/e2 — 14+ /d2 —4<cd,
Vd2 —4+2\/c2 1< da.

Se¢tenim nerovnosti (1) a téchto t¥i nerovnosti jiz dostaneme dokazovanou
nerovnost

4a2 —14+2V02 —4+4/c2 —14+2/d2 -4 <
< ab+bc+ cd+da = (a+c)(b+d).

Rovnost v ni nastane, pravé kdyz nastane ve v8ech ¢tyfech uvazovanych
nerovnostech, tedy pravé kdyz 4 = (a? — 1)(b* —4) = (b —4)(c* — 1) =
= (¢ = 1)(d® — 4) = (d* — 4)(a®? — 1). Odtud jiz snadno dostaneme, 7e
vzhledem k podminkdam tlohy nutné plati ¢ = a, d = b. Aby vSechny
pozadované druhé mocniny byly pfirozenymi &isly, musi dale platit (3).

Pozndmka 1. Nerovnost (1) miizeme interpretovat i geometricky. Uvazujme
trojuhelnik ABC' s tuhly pfi vrcholech A a B o velikostech nejvyse 90°.
Ozna¢me D patu jeho vysky z vrcholu C a predpokladejme, ze |BC| = 2a,
|AC| = b a |DC| = 2 (takovy (piipadné degenerovany) trojuhelnik vzhle-
dem k podminkdm a > 1, b > 2 jisté existuje). Podle Pythagorovy véty
snadno dopoéteme |BD| = 2v/a? — 1, |AD| = vb? — 4.

C
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Matematika — fyzika — informatika 32 (1) 2023 35



Z dvojiho vyjadienim obsahu trojuhelniku ABC' a omezenosti funkce
sinus plati

2/a? — 14 /b2 —4=1|BA|-|CD| =

= 1|BC| - |AC|sin | BCA| = absin X BCA| < ab.

Rovnost nastane, pravé kdyz trojihelnik ABC je pravouhly s pravym
thlem pii vrcholu C| coz je podle obracené véty k Eukleidové vété o vysce
ekvivalentni podmince (2).

Pozndmka 2. Regitelé s vesmés vSemi netiplnymi FeSenimi spravné doka-
zali nerovnost pro realna ¢&isla, neuvédomili si vSak, ze maji také hledat
pFirozend C&isla, pro kterd nastava rovnost.

Spravné feSeni zaslali Anastasia Bredikhina, Michal Janik a Samuel
Rosiar, viichni z GJK v Praze 6, Tereza Cernd z G v Praze 9, LitoméFicka,
Lenka Poljakovd z GJS v Prerove, Jakub Stepo z G v Kladne a Ondiej
Trinkewitz z G a SPSE ve Frenstaté pod Radhogtém.

Netiplna fesent zaslali Adam Cervenka, Martin Dufek, Alena Jandckovd,
Jakub Kondrek, Lukds Kycl, gtépcin Mikéska, Petr Slonek a Filip Smisek,
vsichni z G v Brng, t¥. Kpt. Jarose, Erik Jezek ze SSPS a G v Praze 5,
Jan Sliva z MG v Praze 6 a Lukd$ Wendzel z G a SPSEI ve Frenstate
p- Radhostém.

Uloha 280

V oboru realnych ¢isel feste soustavu rovnic

r(z?+1) = y3 +1,
y(y? +1) = 22 +1,

2(2241) = 23 + 1. 3
Jaroslav Svrcek
Regent. Obé funkee f(z) = z(z2 +1) = 23 + 2 a g(z) = 3 +1 jsou zFejmé
rostouci, jelikoZ tuto vlastnost maji obé funkce y = 2% a y = =.
Predpokladejme, ze dané soustava mé FesSeni z, y, z. Jelikoz se jedné
o cyklickou soustavu rovnic, miiZzeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat,
7e ¢islo x je nejvétsi, tedy ¢ = max{xz,y, z}. Jelikoz funkce f je rostouci,
plati tak

f(z) = g(y) = max{f(z) = g(v), fy) = 9(2), f(2) = g(z)}.
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Funkce g je ov8em rostouci, proto y = max{x, y, z}. Podobnym zptasobem
pak dokdzeme, Ze i z = max{z,y, z}. Proto nutné plati x = y = z a
dosazenim do libovolné rovnice dané soustavy dostaneme jeji jediné feSeni
r=y=z=1.

Jiné teseni. Pokud by se néktera neznamé, bez ijmy na obecnosti napii-
klad z, rovnala 0, z prvni rovnice dané soustavy by platilo y = —1. Dosaze-
nim do druhé rovnice pak dostavame z = — /3. Jelikoz —3— V3 <0< 1,
dostavame spor se tieti rovnici dané soustavy, proto zyz # 0. Odtud oviem

2 47 — 4
Uzitim vzorce pro rozdil tfetich mocnin dostavame, Ze soustava je ekvi-
valentni se soustavou

2
1 3 3
;v2+xy+y2:(x+y> + Sy > "y? > 0.

(- y)@® +ay+y*) =1-uz,

(y— )y +yz+2°) =1y,
(z—2)(P+zx+2%)=1-=z

Podobné jako v prvnim odstavci ukdzeme, Ze druhé ¢initele na levych
stranach rovnic jsou kladné. Dand soustava rovnic mé zfejmé TFeSeni
z =y = z = 1. Predpokladejme, Ze mé i jiné feSeni, potom alespon
jedna jeho slozka, bez jmy na obecnosti z, je rtizna od 1. Pokud = > 1,
z prvni rovnice upravené soustavy plyne x —y < 0, tedy y > = > 1. Ze
druhé rovnice pak y — z < 0, tedy z >y > x > 1, coz je ve sporu se tieti
rovnici. Podobné dovedeme ke sporu i pfipad x < 1, proto dana soustava
ma jediné feseni x =y =z = 1.

Spravna teSeni zaslali Karol GajdoS z Trnavy, Anastasia Bredikhina,
Michal Janik a Samuel Rosiar, vichni z GJK v Praze 6, Tereza Cernd
z G v Praze 9, Litomé&¥icka, Adam (jervenk‘a, Martin Dufek, Anna Hronovd,
Alena Jandckovd, Jakub Kofidrek, Lukds Kycl, gtépdn Mikéska, Petr Slonek
a Filip Smisek, vsichni z G v Brng, t¥. Kpt. Jaroge, Erik Jezek ze SSPS
a G v Praze 5, Lenka Poljakovd z GJS v Prerovs. Pavla Sankotovd z G
v Plzni, Mikul4sské nam. a Jan Sliva z MG v Praze 6, Jakub Stepo z G
v Kladng. Ondrej Trinkewitz z G a SPSE ve Frenstats pod Radhostém
a Lukds Wendzel z G a SPSEI ve Frenstats p- Radhostém.

Netplné feSeni zaslali Frantisek Jdchim z Volyné a Jachym Kouba z GJS
v Pferoveé.

Pavel Caldbek
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