O tloze ze 43. rocniku
Matematické olympiady

PAVEL LEISCHNER
Pedagogicka fakulta JU, Ceské Budé¢jovice

V Matematické olympiadé byly do soutéze dvakrat vybrany tlohy s ne-
aplnym autorskym FeSenim, coz pak zptisobilo komplikace. Poprvé to byla
tloha A-I-8 z prvniho ro¢niku MO. Je i s kompletnim feSenim dostupné v
rocence [5]") a jeji historii popsal J. Vy3in [4].

Druhou tlohou je MO 43 A-S-2 navrzena J. Vinarkem. Organizace sou-
téze tehdy prodélavala krizi, a tak byla pfiprava tloh pro tento ro¢nik
jednim z prvnich ¢int Ulohové komise ustanovené v zaii roku 1992 za
tacelem napravy.

A7 pii soutézi se zjistilo, Ze autorské feSeni této geometrické tlohy vyne-
chalo jednu z moznych situaci. Pokusy doplnit feSeni prekracovaly rozsah
uciva matematiky SS. Jednim z nich byl i maj navrh pfevést dlohu na
sestrojeni tecen z bodu k hyperbole.

Kolem roku 2009 jsem se k tloze vratil a vyfesil ji metodou obsahi,
ktera kromé znalosti funkce sinus a planimetrie na drovni ZS pozadovala
jen umét fesit linedrni a kvadratické rovnice. Kolegové z tlohové komise
mé za to pochvalili a zafadili i mezi autory rocenky [1], v niz v8ak mé
feSeni nahradili abstraktnéj$im, jez vyuziva tsekovy tvar rovnice primky
v kosotuhlych soufadnicich. Mtij ptivodni postup povazuji za pristupnéjsi
§irsimu okruhu zajemcii. Uvedu jej i s historickym komentéafem.

Uloha MO 43 A-S-2

Je dan trojuhelnik ABC a bod M na polopfimce opa¢né k polopfimce
AB. Bodem M vedte pfimku p # AB tak, aby jeji priseciky P, @ s piim-
kami AC, BC urcovaly trojihelnik PQC stejného obsahu, jako mé troj-
thelnik ABC.

DVsechny ro¢enky MO by mély byt brzy dostupné v elektronické podobé z rozcest-
niku na strankadch Matematické olympiady.
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Autorské reSeni a pribéh soutéze

Resen{ popiSeme struéné pomoci obr. 1 vlevo. Z rovnosti obsahi troj-
thelnikt PQC a ABC plyne Sagp = Sagc + Spoc = Sagc + Sapc =
= Sagp. Navic maji trojuhelniky AQP a AQB spoletnou zékladnu AQ,
a proto k ni stejné vysky. Usecky BP a AQ jsou tedy rovnobé&iné a stejno-
lehlé ve ve stejnolehlosti se stfedem M, kteréa zobrazi trojihelnik AQC na
trojihelnik BPD, kde D je prisecik pfimky MC' a rovnob&zky b’ vedené
z bodu B k pfimce b = AC.

P
b’ p/\b M1:C2 A2 /PZ

Obr. 1 Reseni tlohy, pokud bod C lezf mezi body A, P

Tim je dana konstrukce bodu D. Bod P nalezneme jako prusecik pfimky
AC's pifmkou a’ || BC vedenou bodem D. Uloha m4 za danych podminek
vzdy jediné feSeni, piimku p = MP. Trividlni situaci M = A zminime
pozdéji.

Podstatné je, ze autorské reSeni nevysetiuje dalsi moznosti. Soutézici,
ktefi si nakreslili obrazek s bodem A mezi body C a P, nedokézali illohu
vytesit.

Ti tspésnéjsi vychazeli ze situace na obr. 1. Pokud zjistili, ze BP || AQ,
dokoncovali postup i jinak. Opravoval jsem tehdy klauzurni kolo na stra-
konickém gymnaziu a potésilo mne Feseni Jana Rychtare ze t¥idy 3.A. Ten
konstatoval, Ze jsou tsecky BP a AQ stejnolehlé dvojim zptusobem. Prvni
stejnolehlost ma st¥ed C, druhé stied M. Absolutni hodnoty koeficientt
stejnolehlosti jsou stejné, rovnaji se podilu délek obou tisecek, a tak

|CP| |MB|
|CA|  |[MA|
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Délku tsecky CP sestrojil z tohoto vztahu jako ¢tvrtou geometrickou
amérnou (obr. 1 vpravo), a pak ji do zadani pfenesl na polopfimku opac-
nou k poloptimce C'A.

Po soutézi

Organizéatori i studenti hledali Gplné feSeni tlohy. Jedno, postavené
na poznatcich z matematické analyzy navrhl P. Kafiovsky, student 3. A
z Gymnéazia Brno, t¥. Kapitana Jarose. Mné se diky ¢lanku [2] podafilo
prevést ulohu na sestrojeni teGen z bodu M k hyperbole.

Resent vyuziva poznatku, Ze te¢ny k hyperbole oddéluji od thlu jejich
asymptot trojuhelniky téhoz obsahu. Snadno to dokdZzeme pomoci zobra-
zeni H zvaného hyperbolickd rotace, jez je v ortonormalni (ale ne nutné
pravothlé) soustavé soufadnic Ozy déno predpisem

H:x' =hz, y = %, kde h ¢ {0,1} je realna konstanta. (1)

Nazyva se tak proto, Ze kazdy bod hyperboly zy = k zobrazuje na jiny
bod téze hyperboly. Dosazenim parametrického vyjadieni piimky nebo
tsecky do (1) se lze presvédiit, ze zobrazuje pfimku na pfimku a tsecku
na usecku. Asymptoty hyperboly zy = k (tzn. osy soustavy soufadnic)
jsou samodruzné.

xy=k

—

____________ S V= [;C;)J’o]
’ T=[x,y]= [hxl.,%]

%o Ko=[2x0,0]  [2hxy,0]=K=[2x,0]
Obr. 2 K vlastnostem hyperbolické rotace
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Uvazujme nejprve situaci na obr. 2. Usecka KoL je ¢ast vrcholové teény
hyperboly zy = k > 0 ohranicen4 jejimi asymptotami. Vrchol V' = [xq, yo]
hyperboly je stfedem tsecky KoLg, jak plyne ze soumérnosti podle piimky
OV. Lze tedy psat Ko = [2z¢,0] a Lo = [0, 2yo].

Je-li T = [z,y] jiny bod vétve hyperboly, pak pti volbé h = - plati
T = H(V). Te¢na hyperboly v bodé T je obrazem te¢ny v bodé V. Protina
asymptoty v bodech K = H(Ky), a L = H(Lg). Odtud a z obr. 2 vidime,
ze K = [22,0], L = [0,2y] a dotykovy bod T je stfedem usecky KL.
Trojihelniky OK L a OKyLy maji stejny obsah S, nebot

1
S = §|OK\ -|OL|sin~y = 2zysiny = 2zoyo siny = Sok,Lo-

Roz8ifme nyni tvahy na celou rovinu. Asymptoty ji rozdéluji na 4 thly,
v kazdém z nich se nachazi jedna z vétvi hyperbol zy = k a zy = —k. Jejich
poloosy znac¢ime a, b a excentricitu e. Z definice hyperboly je znamo, Ze
a? +b? = €% a v trojihelniku OKyLg je |KoLo| = 2b, |OKy| = |OLo| = e,
|OV| = a (obr. 3).

Obr. 3 Konstrukce teéen z bodu M k hyperbole

Mezi vEemi te¢nami k témto hyperboldm existuji vzdy ¢tyfti, jejichz body
dotyku maji az na znaménka stejné soufadnice. Pfi oznaceni podle obr. 3
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tyto tecny ohrani¢uji rovnobéznik K LK'L’, jehoz uhlopticky se protinaji
v pocatku O soustavy soufadnic.

Neni t&zké ovérit, ze pro obsah S kazdého z trojuhelniki OK L, OLK’,
OK'L’ a OL'K plati

1 1
S = 5\0K| -|OL|siny = 562 siny = ab = 2|zy|siny = 2|k|siny  (2)

Aplikaci uvedenych poznatkt na tlohu A-S-2 zjistujeme, ze k jejimu
vyfeSeni staci zvolit soustavu soufadnic Czy s osami z, y na piimkach
CB, CA, a z bodu M sestrojit v8echny te¢ny k hyperbolam o rovnicich

2

xy:i%, kde e = \/[CA[-|CBI. (3)

Sestrojeni tefen lze provést kruzitkem a pravitkem, aniz bychom hy-
perboly rysovali. Staéi znat jen umisténi jejich ohnisek a vrcholti. Usecku
délky e potiebnou k urceni ohnisek sestrojime s vyuZitim vztahu (3) po-
moci nékteré z Eukleidovych vét.

Ma-li hyperbola ohniska E, F' a vrcholy U, V', pak tzv. vrcholovd kruz-
nice sestrojena nad pramérem UV je mnozinou vSech pat kolmic z ohnisek
E, F na te¢ny hyperboly. Te¢ny z bodu M jsou tedy piimky M Z, kde bod
Z patii do priniku vrcholové kruznice s Thaletovou kruznici nad primé-
rem M F (nebo ME).

Na obr. 4 vidime vysledek feSeni tlohy pro situaci, kdy lze sestrojit
vSechny ¢tyfi teény z bodu M k hyperbolam. Jednou z nich je pfimka AB,
a tak tloze vyhovuji nejvyse t¥i trojuhelniky PQC. Podrobnéjsi diskusi
feSitelnosti uvedeme nize.

Reseni z roku 2009

Uloha je polohova, trojihelnik ABC i s bodem M jsou jiz v roviné
umistény. Diky tomu lze zkouSet rizné volby vychozich i nezndmych veli¢in
s cilem nalézt FeSeni. Cestu k tispéchu odhalil nacrtek situace na obr. 5,
kde r, s, u, v jsou po fadé vzdalenosti bodia B, A, P, @ od pfimky C M.

Situace 1. Necht se bod A nachézi mezi body P a C. Rovnost Spcg =
= Supc lze zapsat ve tvaru

Scyvp +Scmq = Scms — Scma.
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Odtud dostavame vztah
1|C’M| —|—1|CM| —1|CM| 1|CM|
2 vy Y75 "7y %

z né&jz plyne
ut+v=r-—s (4)

Obr. 4 T¥i feSeni tlohy A-S-2

Jiny zapis rovnosti Spcg = Sapc ma tvar
1 1
51CQI - [CPlsin(m —7) = 5|CB| - |CA[sin,
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a tak plati
|CQ|-|CP|=|CBJ-|CA]
Pfi oznaceni podle obr. 5 odtud dostavame
(ICQ|sinp) - (|JCP|sine) = (JCB|sinp) - (|CA|sine),

neboli

Obr. 5 K rozboru pii feseni z roku 2009

Vztahy (4) a (5) plati, i kdyZ se pata G kolmice z bodu B na pfimku C'M
nachéazi na poloptfimce CM (ovéfeni je analogické), a predstavuji soustavu
rovnic s neznadmymi v a v. Eliminaci neznamé v z ni obdrzime kvadratickou
rovnici

u? — (r—s)u+rs=0 s diskriminantem D = (r — s)? — 47s. (6)
Ze vztaht (4) a (6) plyne r — s > v/D, a tak
r—s++D

5 >0, pravé kdyz D > 0. (7)

Ur,2 =
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Podminka D > 0 vede po dosazeni ze vztahu (6) k nerovnosti

22—624+1>0,
S neznamou

o |BM| 51

s |AM| '

(Viz obr. 5 a podobnost trojuhelniki BMG a AMH.)
Po jejim vyfeSeni zjistime, Ze tloze vyhovuji dva trojuhelniky M P; Q4
a M P>Qs, pravé kdyz plati

V2-1
2

0 <|AM| < (3—2V2)|BM|, neboli 0 < |AM]|< |AB|.
Konstrukei tsecek o délkach u; » na zakladé predeslych vypocti pone-

chavame ¢tenéfi. Jedna z moznosti je popséna v pfispévku [3]. Sestrojeni

pfimek q1 2 || AC, které uréuji body @12, jakoz i p¥imek p; o, je zfejme.
Pokud plati

V2-1
2

|AM| = |AB,
coZ je ekvivalentni s podminkou r = (3 + 24/2)s, ma rovnice (6) dvojna-
sobny kofen u; = uy = (1++/2)s. Uloze vyhovuje jediny trojuhelnik PQC.

Situace 2. MoZznost P = A nastane, jen kdyZz plati M = A, a odtud
s =wv = 0. Ze vztahu (4) dostavame u = r. ReSenim je trojuhelnik AQC,
kde @ je obraz bodu B ve stfedové soumérnosti se stfedem C.

Situace 3. Bod P lezi na tuseéce AC a P # A. Pak pfimka p = MP
protina tsecku BC' v bodé Q. Trojuhelnik PQC vznikne, jen kdyz P # C.
Nevyhovuje viak podminkdm tlohy, nebot Spgc < Sapc (obr. 6).

Obr. 6 Situace, kdy je bod P uvnitf strany AC
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Situace 4. Bod C se nachazi mezi body A, P, obr. 7. Plati
Scyvp —Scmq = Scmp — Scma.
Analogicky, jako pri FeSeni situace 1, dosp&jeme k soustavé

U—v=7r—3:

uv =TS8,
z niz eliminaci v, resp. u, ziskAme po Gpravé rovnici
(u—7r)(u+s)=0, resp. (v—s)(v+r)=0.

Uloze vyhovuji jen kladné kofeny u =7 a v = s.

Obr. 7 Regenf ilohy za predpokladu, Ze bod C' se nachazi mezi body A, P

Staci tedy sestrojit obraz jednoho z bodi bodu A, B v osové soumérnosti
podle CM a jim vést pfimku ¢ || CM. Pak Q € ¢N BC a p = M Q. Uloha
mé pro tuto situaci vzdy jediné feSeni.

Pozndamka. Nabizi se 1 vyuziti dvoji stejnolehlosti tise¢ek BP a AQ. Plati
r _|CB| _|CP| u

T |MB|_ |M P u

- - - a - - =-,
s |MAl  IMQ| v v |CQ| |CA] s
odtud su = rv a zaroven vu = rs. Z poslednich vztahd plyne
u?vs = rvs, resp. vru = s’ru,

odtudu=rav=s.

Matematika — fyzika — informatika 32 (2) 2023 107



Dusledkem je poznatek, ze ptimka C' M z obr. 7 prochézi stiedy zakladen
AQ a BP lichobézniku BPQA, znamy i z projektivni geometrie.

Shrnuti diskuse FeSitelnosti tlohy. Oznacime-li

V2-1
2 b

m =

mé tloha jedno FeSeni, pravé kdyz plati [AM| > m|AB|, nebo M = A.
Je-li 0 < |AM| < m|AB]|, pak méa uloha tfi FeSeni, a za pfedpokladu
|AM| = m|AB| ma dvé feSeni.

Zaveér

Mal4 epizoda z historie MO poskytla dva naméty pro préci s matema-
tickymi talenty.

Seznament s afinitou (1) vede k rozsifeni stfedoskolskych poznatki o hy-
perbole. Spolu s vyuzitim nastroju dynamické geometrie mize studenty
zaujmout a lze je doplnit, napfiklad o vySetfovani mnoziny pifimek, které
déli dany trojuhelnik na dvé ¢asti téhoz obsahu.

Druhé feseni tlohy MO 43 A-S-2 ukazuje, jak miZe vhodna volba pro-
ménnych usnadnit FeSeni problému. Zaroven upozoriuje na tzv. metodu
obsahii, jejiz podstatou je ziskavani uzite¢nych vztahi z rovnosti rtiznych
vyjadfeni obsahu rovnoplochych tutvart.
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