GaoKao — prijimaci zkouska
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Cilem ¢lanku je informovat naSe ¢tenafe o vstupni zkousce na vysoké
skoly v Cing. Tuto zkousku, ktera je znama pod nazvem GaoKao') — The
National College Entrance Examination (NCEE), skladaji ¢insti stfedo-
Skolaci kazdoro¢né obvykle pocatkem cCervna. Je to také jediné kritérium
pro pfijeti na ¢inské univerzity. Zkouska trva zhruba 9 hodin ve dvou nebo
ve tfech dnech, a to v zéavislosti na provincii, v niz se kona. V povinné
¢asti vykonaji vsichni zaci zkousku z c¢inského jazyka, ciziho jazyka a ma-
tematiky. Za kazdy z téchto ti{ pfedméti lze ziskat maximéalné 150 bodi,
celkové tedy 450 bodi. Ve volitelné ¢asti si zaci vybiraji ze dvou zamérend.
Adepti spolecenskych véd tak dale absolvuji test z historie, politologie a
geografie, uchazeci o pfirodovédna a technicka studia jsou testovani z fy-
ziky, chemie a biologie, pfi¢emz v kazdém z nich lze ziskat maximéalné
300 bodi. Nejvyssi mozny pocet dosazenych bodi je tedy 750.

Vsechny zkousky jsou pisemné. K tomu, aby Zzak byl pfijat na prestizni
¢inskou univerzitu musi dosahnout aspoii 500 bodi. K pfijeti na univer-
zity stfedni trovné musi zak dosdhnout 333 az 375 bodi. Podle ¢inského
ministerstva 8kolstvi dosahl pocet zédjemci o pfijimaci zkousku GaoKao
v roce 2022 celkové 11,93 milionu.

Mezi nejprestiznéjsi ¢inské univerzity patii Univerzita éching—chua
(Tsinghua University) a Pekingska univerzita (Peking University). V Zeb-
ricku World University Rankings 2022 se Sest ¢inskych univerzit dostalo
do prvni stovky nejlepsich univerzit (nap¥. v Némecku je jich 7). Pekingska
univerzita a univerzita Tsinghua se v zeb¥icku déli spole¢né o 16.—17. misto
a jsou nejvySe hodnocenymi univerzitami mimo Velkou Britanii a USA.
V roce 2021 univerzita Tsinghua pozadovala pro pfijeti asponn 676 bodt ve
zkouSce GaoKao, Pekingska univerzita pozadovala asponi 683 body.

Abychom si u¢inili pfedstavu o naro¢nosti této zkousky z matematiky,
uvedeme zadani nékterych tloh z roku 2022. Kromé modifikovaného feseni

D67z Gao Kao nebo Gaokao
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1. prikladu, viz [3], zde uvadime také alternativni zptsob FeSeni Casti a)
této tlohy.

Priklad 1
Necht S,, je soucet prvnich n ¢leni posloupnosti (a,), kde a; = 1 a

Su) e ars - . o
(E) je aritmetick posloupnost s diferenci 3.

a) Urcete (an)-
b) Dokazte, Ze pro vSechna pfirozena &isla n plati
1 1

1
—+ —+ .+ — <2
aq as (07%%

Resent.

a) Pro kazdé n pfirozené plati S,, = a; + a2 + ...+ a,. Oznaéme b,, =
= Sp/an, pficemz podle zadani je (b,) aritmetickd posloupnost s dife-
renci % a prvnim ¢lenem by = Sy/a; = 1. Pak plati

S. 1 n+2

S=be=bit (n-Dd =14 - 1) = (1)

a odtud jiz bezprostiedné plyne
1
Sp = 3 (n+2)ay

a také

1
Sn+1 = g(n + 3)an+1.

Sn+1 7 vySe uvedenych rovnosti

1 1
g(n +3)ant1 = g(n +2)ay + ant1

a po snadné tpravé nasledné

Ung1 = <n+2)an- (2)

n

Dostavame tak zadani posloupnosti (a,) pomoci rekurentniho vztahu (2),
ktery je linearni, s prvnim ¢lenem a; = 1. Na§im cilem je vSak urcit n-ty
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¢len této posloupnosti explicitng, tj. pouze pomoci n (jako funkci pro-
meénné n). Plati tedy

n+1
an = Un—1,
n—1
n
Ap—1 = Ap—2
n n_2n )
n—1
Ap—2 = Ap—3
n n—3 n )
4
a3:§a27
3
agzial.

Soucinem v8ech n — 1 pfedeslych rovnosti (s vyuZitim a; = 1) po tpravé
obdrzime

1
an, = §n(n +1).

b) Nyni dokaZeme, Ze pro vSechna n pfirozena plati nerovnost

Lol g2 2 2, g
ap ax T a, 1-2 2.3 777 pm+l) 7

Vzhledem k tomu, Ze pro kazdé prirozené ¢islo k plati

2 (k+D) -k _(1 1
k@+n_2'k@+n _2<k_k+J’

1ze levou stranu (3) napsat ve tvaru

-2
B 12 2 3) 7
coz jsme chtéli dokizat.
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Disledek
Pro soudet S,, prvnich n ¢leni uvazované posloupnosti (a,) pak plati

1-2 2.3 n(n+1
S,=a1+ay+...+a, = —+ — Q

2 2 2
2 3
2 2

(3)-(3) b

viz napf. [1] nebo [2]. K témuZz vysledku lze dospét také p¥imo uZzitim
vztahu (1).

Jing zpisob feSent Casti a) poskytl Jaroslav Svrcek.

Nejprve vypocteme a,, pro nékolik prvnich hodnot n. Zjistime, ze plati
az = 3, ag = 6, ag = 10 atd. Nyn{ muZzeme vyslovit hypotézu: Pro vSechna
n prirozena plati a,, = %n(n + 1). DokéZeme ji uzitim principu tzv. silné
matematické indukce vzhledem k n.

(i) Pro n = 1 dané tvrzeni plati, nebot a; = 3 -1-(1+1) = 1.

(ii) Pfedpokladejme dale, Ze dané tvrzeni plati pro viechna k pfirozena,

kde 1 < k < n, tj. ze plati

ap = %kj(/{i +1),

a tedy
1
Sk = 8k(k + 1)(k+2),

viz dusledek v zavéru prvniho feSeni této tlohy. Nyni dokdZeme, Ze tvr-
zeni plati také pro n + 1. Vzhledem k tomu, Ze (S,/ay,) je aritmeticka
posloupnost s diferenci %, plati s vyuzitim vztahu S,,+1 = Sy, + ant1

Sn Sn + an Sn S, 1
L OnFletl  On g ny o
An 41 An 41 An+41 an 3

Z posledni rovnice vpravo, uvedeného predpokladu (ii) a disledku na konci
prvniho feseni, tj. dosazenim za S, = %n(n +1)(n+2), po apravé dosta-
vame 1

Gpy1 = i(n +1)(n+2).

Tim je dokdzano, ze tvrzeni plati i pro n + 1.
Spojenim obou krokii (i) a (ii) je tak dokazano, Ze pro vSechna pfiro-
zend n plati a,, = in(n+ 1).
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Nasledujici tlohy (2-4) z testt GaoKao a jsou uréeny zajemcim o tuto
problematiku. Nejzdafilejsi ¢tenarska feSeni téchto tloh zaslana do redakce
casopisu MFI radi zvefejnime.

Priklad 2
V trojuhelniku ABC' s vnitinimi thly «, 3, v a odpovidajimi stranami
a, b, c plati
cos « sin 23
l1+sina  14cos2B’

27

a) Urcete velikost 3, je-li v = 3
. a? + b2

b) Urcete nejmensi moznou hodnotu vyrazu

c2

Priklad 3
Uréete koeficient u ¢lenu 22y% v rozvoji vyrazu

(1 - %) (z+19)®.

Posledni, naro¢néjsi aloha pochézi ze sady testu GaoKao z roku 2008.

Priklad 4
Je dana funkce f realné proménné x

(@) 1 n 1 n ax
xTr) = )
Vvi+a 14z ar + 8
s kladnym realnym parametrem a. Dokazte, Ze pro vSechna kladné realna
¢isla x plati

1< f(z) <2.
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