MATEMATIKA

O jedné diofantovské rovnici

TOMAS RIEMEL
Fakulta strojni, VSB-TU Ostrava

S rovnicemi o vice neznamych, které feSime v oboru celych ¢isel — tzv.
diofantovskymi, se zZaci mohou setkat napt. prfi feSeni nékterych slovnich
uloh jiz na zakladni 8kole. V tomto pfispévku se budeme zabyvat kvadra-
tickou diofantovskou rovnici

2y =n, (1)

kde z, y jsou celoc¢iselné neznamé a n je dané celé nezaporné ¢islo. Z po-
hledu analytické geometrie se jedna o urceni v8ech m#iZovych bodi (tj.
bodii s obéma celo¢iselnymi soufadnicemi z, y), které lezi na kruZnici se
stfedem v podatku kartézské soustavy soufadnic a polomérem 4/n.

Cilem prispévku je prezentace tzv. Gaussovijch celych cisel pii feSeni
problému uvedeného typu. Od ¢tenare pritom ocekavame zékladni znalosti
7 oblasti komplexnich ¢&isel.

Prestoze vyse uvedena problematika neni vyslovené skolské, ulohy po-
dobného typu se pomérné ¢asto vyskytuji v matematickych soutézich. Cla-
nek je tudiz vhodny predevsim pro ucitele, ktefi se vénuji pé¢i o mate-
maticky talentované zéky, zaktim samotnym a dal§im zajemcim o tuto
problematiku.

Pro mala (cela nezaporné) n lze pii feSeni dané tlohy postupovat uzitim
metody nerovnosti a odhadi, kterou prezentujeme pfi feSeni nasledujici
snadné tlohy.

Priklad 1
V oboru celych ¢isel feste rovnici

x? —i—y2 = 20.
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Regeni. Pokud je n&jaké dvojice celych &sel (m,n) feSenim této tdlohy,
je jejim FeSenim také dvojice (n,m). Dalsimi FeSenimi jsou také dvojice
(_m»n)v (mv _n)v (_mv —TL)7 (_n’m)v (nv _m)a (_nv _m)'

Bez Gjmy na obecnosti lze pFedpokladat, ze 22 < y2. Pak

0 <22 < 2?49y =20, (2)

odkud plyne 22 € {0,1,4,9}, a tedy x je nutné celé &islo, pro néz plati
—3 < & < 3. Dosazenim téchto hodnot za 22 v dané tloze ziskdme postupné
y? =20, y2 =19, y? =16, y? = 11.

Celoéiselné feSeni pfitom dostavame pouze v piipadé, kdy y? = 16, tj.
y = 4.

ZAVER: Dan4 tloha méa pravé 8 feSeni, a to (z,y) € {(£2; £4), (£4; £2)}.

Obr. 1 K feSeni prikladu 1

7 teseni uvedeného piikladu je patrné, Ze pro velké pfirozena ¢isla n neni
metoda nerovnosti a odhadi dostatecné efektivni. V takovych pripadech
je vhodné pouzit tzv. Gaussova celd ¢isla.

Komplexni ¢isla a = z+yi, kde z, y jsou cela &isla, se nazyvaji Gaussova
celd ¢isla. Mnozina vsech Gaussovych celych éisel, kterou oznadujeme Z[i],
je rozsifenim mnoziny celych ¢isel (tj. plati Z C Z[i]). Gaussovo celé &islo «,
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pro né&z existuje 7 € Z[i] takové, ze a- T = 1, nazveme jednotkou. Norma
N(«) Gaussova celého ¢isla o = x + yi je definovana predpisem

N(a) = aa = |af* =2 + ¢,

kde @ = x — yi je komplexné sdruzené ¢islo s . M4 pfitom néasledujici
vlastnosti:

a) Pro libovolna dvé Gaussova cela &isla «, 8 plati N(af8) = N(a)N(B).
b) Gaussovo celé ¢islo je jednotka, pravé kdyz N(a) =1
notkami v Z[i] jsou pouze +1 a =+i.

Lemma 1
Je-li zbytek pii déleni piirozeného ¢isla n ¢tyfmi roven 3, pak rovnice
22 + y? = n nema Teeni v oboru celych éisel.

Diikaz. Libovolné nezéporné celé ¢&islo p, které je délitelné dvéma, lze
zapsat ve tvaru p = 2/, kde ¢ je vhodné nezaporné celé ¢islo. Proto
p? = (20)> = 40? je délitelné &tyfmi. Podobné kazdé liché &islo ¢ lze
zapsat ve tvaru ¢ = 2r 4+ 1, kde r je vhodné nezaporné celé ¢islo. Pak
¢ = (2r +1)%2 = 4r% + 4r + 1 dava po déleni étyimi zbytek 1. Vyraz
22 4 2 tedy miize nabyvat po déleni &tyfmi pouze zbytki 0, 1 a 2, nikoliv
vSak 3. Tim je dikaz ukoncen.

Z lemmatu 1 bezprostiedné plyne, ze napriklad diofantovska rovnice
2?2 + 92 = 115 nem4 Z7adné celoéiselné feseni, nebot &islo 115 dava pii
déleni ¢tyfmi zbytek 3.

Nasledujici vétu uvedeme pouze informativné (bez dikazu). Ten lze
dohledat napf. v [4].

Véta 1

Prirozené ¢islo n lze vyjadrit jako soucet dvou druhych mocnin celych
gisel (n = 22 + y2), pravé kdyz n je normou Gaussova celé¢ho &isla, tj.
n = N(z + yi).

Podle véty 1 1ze problém o sou¢tu druhych mocnin celych ¢isel prefor-
mulovat na tlohu o hledani vSech Gaussovych celych ¢isel o spliwjicich
vlastnost N(a) = n.

7 aritmetiky pfirozenych ¢isel je znamo, ze kazdé pfirozené &islo n > 2
lze vyjadiit jako soudin prvocisel. Struénou odpovéd na otézku, ktera prvo-
¢isla jsou normami Gaussovych celych ¢isel, poskytuje nasledujici lemma.
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Lemma 2
a) Plati 2 = N(1 £1).
b) Pro kazdé prvocislo p davajici po déleni ¢étyFmi zbytek 1 lze nalézt
Gaussovo celé &islo « spliwjici p = N(«).
¢) Pro kazdé prvodislo p davajici zbytek 3 po déleni ¢tyfmi, neexistuje
Gaussovo celé ¢islo 8 spliiujici p = N(8).

Diikaz lze nalézt napt. v [3].

Uvédomme si, ze Gaussova cela ¢isla, ktera jsou komplexné sdruzena,
maji stejnou normu a déle, Ze pro kazdé prvoéislo p plati p? = N(p).

Nenulové Gaussovo celé ¢islo «, které neni jednotkou, nazveme Gaus-
sovym prvocislem, pokud plati nasledujici podminka: Jestlize a = 7 - ¥,
kde 7, ¢ € Z[i], pak bud 7, nebo v je jednotka. Jinak Feteno, Gaussova
prvocisla jsou pravé ta Gaussova cela ¢isla, ktera nelze v Z[i] netrivialng
rozlozZit na sou¢in dvou Gaussovych celych ¢isel.

Nektera prvocisla jsou v Z[i] rozloZitelna, jina nikoliv. Napf¥. pro prvo-
¢islo 5 plati 5 = (2+41)(2 —1), tudiZ 5 neni Gaussovym prvocislem. Naopak
prvocislo 3 je v Z[i] nerozlozitelné, a tedy je zaroven Gaussovym prvo-
¢islem. Podobné jako v aritmetice celych ¢isel 1ze kazdé nenulové Gaus-
sovo celé ¢&islo, které neni jednotkou, jednozna¢né (aZ na pofadi, nasobeni
jednotkami a komplexné sdruzenymi ¢isly) vyjadiit jako soucin nékolika
Gaussovych prvocisel.

Véta 2 (Eulerova)

Cislo ve tvaru 4¢+1, kde £ je pFirozené &islo, je prvocislem, prave kdy# jej
lze jednoznac¢né vyjadrit jako soucet dvou druhych mocnin nesoudélnych
prirozenych Cisel.

Nasledujici véta dava vycerpavajici odpovéd na otazku resitelnosti a
celkového poétu FeSeni ptivodniho problému (1).
Véta 3

a) Pfirozené ¢islo n lze vyjadfit jako soucet dvou druhych mocnin celych

¢isel (n = 2% + y?), pravé kdyZ prvoéiselny rozklad &isla n ma tvar

__o9a, b b ..2¢ 2¢cy
n=2p"-...opfriteo oo

kde a, b;, ¢; jsou nezdporna celd ¢isla, kazdé p; dava zbytek 1 po
déleni ¢tyfmi a kazdé r; dava zbytek 3 po déleni ¢tyfmi.
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b) Necht t = (by+1)-...-(bx+1). Pak je poCet vSech riznych vyjadreni
¢isla n ve tvaru souctu dvou druhych mocnin celych ¢isel s ohledem
na poradi a znaménka roven 4t. Bez ohledu na poradi prvki a zna-
ménka je tento pocet roven %t pro t sudé a %(t + 1) pro t liché.

S vySe uvedenymi vysledky véetné dikazi se muze Ctenaf detailnéji
seznamit napi. v [2, 3, 4, 5].
Jiné refeni prikladu 1. Plati 20 = 22 -5, 2 = N(1 +1i) a prvocislo 5 dava
po déleni ¢tyfmi zbytek 1, pficemz 5 = N (2 £ 1). Tedy

20=22.5=N(k(1£i)?(2+1) = N(z +yi) = 2> + 1%,

kde k je jednotka v Z[i], tj. K = £1 nebo k = +i. Musime tedy vyfesit
vSechny rovnice

r+yi=k(1+1)%(2£i).
Z véty 3 plyne, ze dana tdloha mé celkem 8 feSeni. Bez ohledu na po-
fadi prvki a znaménka obdrzime dle véty 3 pouze 1 moZnost. Staci tedy
uvazovat jedinou rovnici, napf.

r+yi=(14+1)2%2+i)=2i(2+1) = 2+ 4i,
odkud z = —2, y = 4. Ostatni feSeni ziskdme zaménou x, y a znamének.
7 teSeni nésledujiciho prikladu je zfejmé vyhodnéjsi pouziti metody
Gaussovych celych ¢isel ve srovnani s metodou nerovnosti a odhadi.

Priklad 2
V oboru celych &isel feste rovnici

z? + % =2009.

Reseni. Uvazujme kanonicky rozklad &sla 2009 na prvodisla, tj. plati
2009 = 72 - 41. Z lemmatu 2 plyne, Ze existuje Gaussovo celé ¢&islo, pro
které je prvoéislo 41 normou. Nap¥. 41 = N(544i). Pro prvocislo 7 takové
Gaussovo celé ¢islo neexistuje, nebot 7 dava zbytek 3 po déleni Ctyimi.
Prvocislo 7 se ovSem vyskytuje v prvoéiselném rozkladu v druhé mocniné,
proto 72 = N(7). Plat{ tedy

2009 =72 - 41 = N(7k(5 £ 4i)) = N(z + yi) = 22 + ¢?,

kde k je jednotka v Z[i], tj. K = +1 nebo k = +i. Hledame proto feseni
v8ech rovnic x+yi = 7k(5+4i). Dan4 tloha ma podle véty 3 pravé 8 FeSeni.
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Stadi pritom Fesit pouze rovnici x +yi = 7(5+4i) = 35+ 28i, odtud = = 35
a y = 28. Zbyvajici feSeni ziskdme zdménou z, y a zménou znamének.

ZAVER: Vsechna feSeni dané tlohy jsou (z,y) € {(£35; £28), (£28; +35)}.

Nasledujici priklad lze (po uziti substituce) fesit op&t metodou Gaus-
sovych celych ¢isel.

Priklad 3
V oboru celych ¢isel feste rovnici

22 +y* =2006(x — y).

Resent. Ze zadéani snadno vidime, Ze leva strana rovnice je souctem dvou
celych nezapornych &isel, tedy i pravé strana musi byt celé nezaporné ¢islo.
Jelikoz 2006 je pfirozené ¢&islo, musi platit x > y. Déale si vSimnéme, Ze
uspofadana dvojice (z,y) = (0;0) je feSenim ulohy. Po snadné tpravé
obdrzime danou rovnici ve tvaru

(z —1003)% + (y +1003)? = 2012018.

Uzitim substituce z = x — 1003, © = y 4+ 1003 obdrzime po tpravé modi-
fikovanou tlohu (1)

22 +u? =2012018,

kde 2012018 = 2- 172 - 592. Plati 2 = N(1 £1i). Podle lemmatu 2 existuje
Gaussovo celé ¢islo s normou 17. Naptiklad 17 = N(4 £ i). Dle téhoz
lemmatu neexistuje Gaussovo celé ¢islo s normou 59, ovSem prvocislo 59
se vyskytuje v daném rozkladu v druhé mocning, piicemz 592 = N(59).
Plati tedy

2012018 = N(59k(1+1)(4 +£1)?) = N(z + ui) = 2% + v,

kde k je jednotka v Z[i]. Na zaklads véty 3 ma tloha celkem 4 -3 = 12
celo¢iselnych FeSeni, pficemz bez ohledu na potradi prvkil a znaménka staci
vyTesit nasledujici dvé rovnice o neznamych z a u:

a) z+ui =59(1 +1i)(4 +1)% = 413 + 1 357i,

b) z 4+ ui=59(1+1)(4+1)(4 —1i) = 1003 + 1003i.
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Dalsi feSeni ziskdme zaménou slozek z, u a zménou znamének. Obdrzime
tak celkem 12 FeSeni ve tvaru (z,u) € {(£413;+1357), (£1003;£1003),
(£1357; £413)}. Dosazenim do vztahii z = = — 1003 a v = y + 1003
ziskdme TeSeni ptivodni tlohy.

ZAVER: Uloha ma pravé 12 fefeni a to dvojice (z,y) € {(—354; —1416),
(—354; —590), (0; —2006), (0;0), (590; —2360), (590; 354), (1416; —2 360),
(1416;354), (2006; —2006), (2006;0), (2360; —1416), (2360; —590)}.

Regenfm tlohy jsou z grafického hlediska miizové body na kruznici,

ktera nemé stfed v pocatku, viz obr. 2.

[590;354] [1416:354]

[2006/0]

[2360;-590]

S[1003;+:1003]
[ ]

[-354:-1416] [2360;-1416]

[0;-2006]

12006;-2006]

[590;-2360] [1416;-2360]

Obr. 2 K feSeni prikladu 3

Piiklad 4
Urcete vechny dvojice (x,y) celych ¢isel, které spliuji rovnici

x> +y2 =21.

Resent. 7 prvoéiselného rozkladu 21 = 3 - 7 zjistime, Ze pro prvocisla 3
a 7 neexistuji Gaussova cela ¢isla, jejichz normami by byla dana prvocisla.
Jelikoz se 3 (ani 7) nevyskytuje v sudé mocniné v prvoéiselném rozkladu
21, nemé dany piiklad podle véty 3 celociselné feSeni. Tuto skute¢nost lze
snadno ovéfit i pomoci metody nerovnosti a odhadi.

ZAVER: Dana tloha nemd TeSeni v oboru celych &isel.
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Priklad 5
Urcete vSechny dvojice (x,y) prirozenych &sel, pro néz plati

z? +y? = 1105.

Reseni. V prvnim kroku vytvoifime prvoéiselny rozklad ¢&isla 1105, tj.
1105 = 5-13-17. Z lemmatu 2 plyne, Ze pro prvocisla 5, 13 a 17 exis-
tuji Gaussova cela ¢isla, ktera jsou jejich normami, kde 5 = N(2 £ i),
13 = N(3£2i), 17 = N(4 £ i). Plati tedy

1105=5-13-17 = N(k(2+£1)(3 £ 2i)(4 £1)) = N(z + yi) = 22 + 7,

kde k je jednotka v Z[i], tj. £ = £1 nebo k = =+i. Hledame tedy feseni
v8ech rovnic z +yi = k(2+1)(3+2i)(4£1). Celkovy pocet FeSeni dle véty 3
je 4-23 = 32. Neni oviem nutné fesit viechny rovnice daného typu. Stadi
vyfesit pouze ¢tyii pripady:

a) x+yi=(241)(3+20)(4+1) =9+ 32,
b) a4 yi=(2—1)(3+20)(4+i) =31 +12i,
¢) z+yi=(2+1)(3-2i)(4+1) =33+ 4i,
d) w4yi=2+1)(3+20)4—1i) =23+ 24i

Odtud dostaneme néasledujici ¢tyfi feseni (z,y) € {(9;32), (31;12), (33;4),
(23;24)}. Dalsi feseni ziskdme zaménou z, y a zménou znamének.
ZAVER: Vsech 32 celo¢iselnych feseni dané tulohy lze zapsat ve tvaru (z,y) €

€ {(£4; £33), (£9; £32), (£12; +31), (£23; £24), (+24; +23), (£31; £12),
(£32; +9), (£33;£4)}.

Zavérem uvadime tlohu, kterou lze fesit kombinaci metody nerovnosti
a odhada s metodou Gaussovych celych é&isel.

Priklad 6
Urcete pocet vSech celo¢iselnych feSeni rovnice

2?4 y% + 2% = 34.

Resent. Zde se jedna o nalezeni v8ech miizovych bodu v prostoru, které
lezi na kulové ploSe se stfedem v pocatku soustavy soufadnic a polomé-

rem v/ 34.
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Déle si vSimnéme, ze zdménou neznamych se dana tloha nezméni. Bez
jmy na obecnosti lze tedy pfedpokladat, Ze =2 je nejmensi z hodnot 22,

2

y?, 22

, neboli 22 < y? a 22 < 22. K fegeni tlohy vyuZijeme v prvnim kroku

metodu nerovnosti a odhadi a posléze metodu Gaussovych celych &isel.
Podle vyse uvedeného predpokladu tak plati

0§3x2§x2+y2+z2:34.

Odtud plyne 22 < 11, neboli x € {0, 41, 42, £3}. V dalsim kroku postupné
rozebereme tyto 4 moznosti s pouzitim metody Gaussovych celych &isel:

a)

182

Pro z = 0 obdrzime ze zadani tlohy rovnici ve tvaru y? + 22 = 34.
Prvodiselny rozklad &isla 34 je roven 2 - 17. Jelikoz prvodislo 17 dava
zbytek 1 po déleni ¢tyfmi, pak podle lemmatu 2 existuje Gaussovo
celé ¢islo, pro které je 17 normou, napiiklad N(4 £ 1i). Pro ¢islo 2
plati 2 = N(1 £ 1i). Plati tedy

34 = N(k(1+£1)(4 £1)) = N(y + z1) = y* + 2%,
kde k je jednotka v Z[i]. Hledame proto celo¢iseln4 feSeni viech rovnic
y+z2zi=k(1+i)(4+1).
Na zakladé véty 3 sta¢i vyTfeSit pouze rovnici
y+2i=(1+1)(4+1) =3+ 5i,

z niz ihned plyne (y,z) = (3;5). Zbyvajici feSeni ziskdme zamé-
nou y, z a znamének. Nagli jsme tak trojice (z,y,2) € {(0; +3; £5),
(0; £5; +£3)}, které jsou feSsenim dané rovnice.

Je-li = £1, pak ziskdme rovnici y% + 22 = 33. Tato rovnice nema
tedy na zakladé véty 3 celodiselné feSeni, nebot v prvociselném roz-
kladu ¢isla 33 se prvocislo 3 vyskytuje v liché mocniné.

Je-li x = 42, dostaneme rovnici y? + 22 = 30. Ta opét nem4 ce-
lo¢iselné feSeni na zékladé véty 3, protoZe v rozkladu ¢isla 30 na
prvocisla se prvocislo 3 vyskytuje v liché mocniné.

Pro x = £3 obdrzime rovnici y? + 2% = 25. Prvoéiselny rozklad ¢isla
25 je roven 52. Na zékladé lemmatu 2 existuje Gaussovo celé éislo
s normou 5, napt. N(2 +1) = 5. Plati tedy

25 = N(k(2+1)?) = N(y + 21) = y* + 22,
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kde k je jednotka v Z[i]. Podle véty 3 sta¢i ur¢it y a z v nasledujicich
rovnicich:
Y= (24+1)(2+1) =3 +4i

y4z2i=(241)(2—1i) =5.

Jejich fesenim jsou dvojice (y,z) = (3;4) a (y,z) = (5;0). Dvojice
(5;0) v8ak nevyhovuje podminkam tulohy. Zbyvajici feSeni obdrzime
zdménou ¥y, z a zménou znamének.

Resenimi dané rovnice jsou pouze nasledujici trojice:

(z,y,2) € {(£3;£3; £4), (£3; £4;+3)}.

2

Bez uziti predpokladu 22 je nejmensi (jedna z nejmensich hodnot) lze
celkovy pocet TeSeni dané tlohy stanovit pomoci poctu v8ech permutaci
slozek TeSeni. V uspofadané trojici (z,y,z) = (0;+3;+5) lze 0 umistit
na t¥i pozice (vzhledem k symetrii) a u ostatnich prvki ménit znaménka
22 = 4 zpiisoby, z ¢ehoz dostdvame 3-4 = 12 moznosti. Dalgich 12 moZnosti
ziskdme analogicky z trojice (x,y, z) = (0; £5; £3). Déle si uvédomme, Ze
v trojici (z,y, z) = (£3; £3; +4) lze &islo +4 umistit na tii pozice a zaroveii
zménit znaménka u vsech prvki celkové 22 = 8 zptisoby. Obdrzime tak
3-8 = 24 feSeni.

ZAVER: Existuje tedy pravé 48 feSeni dané tlohy viz pfedchozi odstavec.
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