111 specidlni body
lezici na jedné primce V

JAROSLAV ZHOUF
FIT CVUT, Praha

Clanek je pokracovanim tématu o zajimavych trojicich bodt, které lezi
na jedné primce. Nyni uvadime tlohy, v nichz se vyuziva geometrickych
zobrazeni a také vztahy mezi velikostmi thli mezi nékterymi pfimkami
v trojihelnicich a ¢tyfahelnicich. Také se zde ¢asto vyuziva vztah mezi
obvodovym a stfedovym thlem p¥islusné tétivy kruznice.

Priklad 1

Na obr. la je znazornén pravouhly trojihelnik ABC' s preponou AB.
Nad jeho stranami jsou vné trojuhelniku sestrojeny ¢tverce [JBA, KLCB,
MNAC. Stiedy tusecek JK, LM, NI postupné ozna¢me U, V, W a patu
vysky z vrcholu C ke strané AB ozna¢me P. DokaZte, Ze na jedné p¥imce
lezi body

a) C, B, U (analogicky body C, A, W),

b) VvV, C, P.
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Resent.
a) Necht bod B’ je obrazem bodu B ve stfedové soumeérnosti se stie-
dem U. Odtud plyne, ze ¢tyfihelnik JB'K B je rovnobéznik (obr. 1b).
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Obr. 1b

Z rovnosti [ BKB'| + [ JBK| = 180° a | JBK| + [t ABC| = 180°
plyne, 7e [ BKB'| = |X ABC|. Dale |B'K| = |JB| = |AB]|, |BK| = |BC|.
Podle véty sus jsou tedy trojihelniky B'’KB a ABC shodné. Proto je i
|<xB'BK| = 90°.

Z toho plyne zavér, ze body C, B, U lezi na jedné pifimce.

b) Zde vyuzijeme otoceni se stfedem O &tverce ACM N o —90°. V tomto
piipadé se trojuhelnik ALM zobrazi na trojihelnik NL'C, trojuhelnik
APC se zobrazi na trojuhelnik NP'A a trojihelnik MCV se zobrazi na
trojuhelnik CAV'. Odtud plyne, Ze body V', C’, P’, atedy i body V, C, P
lezi na jedné piimce. Tim je dikaz hotov.

Priklad 2

Na obr. 2 je znézornén trojihelnik ABC. Nad jeho stranami jsou vné
trojuhelniku sestrojeny ¢tverce IJBA, KLCB, MNAC. Usecky AL a BM
se protinaji v bodé P. Dokazte, Ze na jedné piimce lezi body

a) N, P, K,

b) C, P, O, kde O je st¥ed &tverce [.JBA.
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Pozndmka. 7 dikazu vyplyva, Ze v8ech osm thld, a to BPK, KPL, LPC,
CPM, MPN, NPA, APO, OPB, ma velikost 45°.
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Obr. 2

Resent. Dikaz provedeme pro ostrouhly trojuhelnik ABC, tvrzeni ale
plati pro jakykoli trojuhelnik.

a) Usetka BM se v otoceni se stfedem v bodé C o tihel o velikosti
90° zobrazi na usecku LA, proto usecky BM a LA jsou vzajemné kolmé.
Sestrojime-li tedy kruZnici s praimérem AM, prochazi tato kruznice také
body C, P, N. Diky tomu maji obvodové thly NCM a N PM nad tétivou
MN kruznice velikost 45°.

Analogicky pro kruznici s primérem BL plati, ze velikost thlu K PL
je 45°.

Takze dostavame, ze soucet velikosti thla NPM, MPL, LPK je 180°,
coz znamena ze body N, P, K lezi na jedné pfimce.

b) Uhly APB a AOB jsou pravé, proto body A, O, B, P lezi na kruz-
nici s primérem AB. A jelikoz maji thly ABO, BAO velikost 45°, maji
diky vlastnosti obvodovych thla takovou velikost i ihly APO, BPO. To
znamend, ze usecka PO puli thel APB. A jelikoz tsetka C'P pili thel
MCL, lezi body C, P, O na jedné piimce.
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Priklad 3

Na obr. 3 je znazornén trojuhelnik ABC. Nad jeho stranami jsou vné
sestrojeny ¢tverce IJBA, KLCB, M N AC, jejich stfedy jsou postupné O,
R, S. Patu vysky z bodu O na pfimku RS oznac¢me Q. Dokazte, Ze body
0O, @, C lezi na jedné piimce.

Pozndmka. Priklad ukazuje, Ze na pfimkach OC, RA, SB lezi vysky troj-
thelniku ORS.
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Obr. 3

Resend. Trojuhelniky CSR a CNK jsou stejnolehlé se stiedem stejnoleh-
losti C', proto jsou piimky SR a N K rovnobézné.

V prikladu 2 je dokazéano, ze primka OC' je kolma na piimku N K, proto
je pfimka OC kolmé i na pfimku SR, a proto body O, @, C lezi na jedné
pFimce.

Piiklad 4 (Fermativ bod)

Na obr. 4 je trojuhelnik ABC jehoz v8echny vnitini ihly jsou mensi nez
120° a vné nad jeho stranami jsou sestrojeny rovnostranné trojihelniky
KBA, LCB, MAC. Ozna¢me F prusecCik piimek AL a BM. Dokazte, Ze
body K, F, C lezi na jedné piimce.
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Poznamka.

1. Uloha muize také znit: Dokaite, Ze se piimky KC, LA, M B protinaji
v jednom bodé.

2. Z nasledujictho dukazu je téz patrné, ze tsec¢ky KC, LA, M B jsou
stejné dlouhé.

3. A z dukazu je téZ patrné, ze kazdé dvé z primek KC, LA, M B svitaji
ihel o velikosti 60°.

4. Bod F se nazyva Fermativ bod.
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Regeni. Obrazem tsecky AL v otodeni se stfedem C' o —60° je tsecka
M B. Priisecik obou tsecek je bod F. Diky tomuto otoceni je |X AFM| =
= |XBFL| = 60°. Jelikoz je také |[X ACM| = |XBCL| = 60°, jsou Ctyi-
thelniky AFCM, BFCL tétivové. KruZnice opsané témto ¢tyfuhelniktim
se protinaji v bodé F.

Protoze |X AFM| = 60°, je X AFB| = 120°, a jelikoz |t AK B| = 60°,
lze opsat kruZnici i ¢tyfuhelniku AK BF'.

Jelikoz je ¢tyfuhelniku AFCM opséna kruznice a [ CAM| = 60°, do-
staneme |[XCFM| = 60°. Podobné je |[XAFK| = 60°. To znamena, ze
body K, F, C lezi na jedné piimce.
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Priklad 5

Jsou dany dvé kruznice I, m, které se protinaji v bodech S, Q. A je
dana kruznice k se stfedem S, ktera protina obé kruznice [, m v bodech
A, B, C, D, jak ukazuje obr. 5. Uvazujeme ptipad, kdy se pfimky AB a
CD protinaji v bodé P. DokaZte, Zze body S, @, P lezi na jedné piimce.

Obr. 5

Resend. Zde vyuzijeme zobrazeni kruhovou inverzi pomoci kruznice k. V ni
se kruznice [, m zobrazi postupné na piimky AB, C'D. V této inverzi se
také zobrazi prisecik kruznic [, m na prusecik P piimek AB, C'D. A jelikoz
v kruhové inverzi lezi jeji stfed a zobrazovany bod a jeho obraz na jedné
primce, lezi tedy body S, @), P na jedné piimce.

Priklad 6

Na pfimce jsou dany ¢tyii body A, B, C, D. Dvé kruznice s praméry
AC' a BD se protinaji v bodech S, @ (obr. 6). Uvniti usecky SQ je zvolen
libovolny bod R # T, kde T je prusecik pfimek AB, SQ. Piimka CR
protne jednu kruznici v bodé K a pfimka BR protne druhou kruznici
v bodé L. Pfimky AK a DL se protinaji v bodé P. Dokazte, Ze body S,
Q, P lezi na jedné piimce.

Reseni. Abychom dokazali, Ze se primky AK a DL protinaji s primkou
SQ v jednom bodé, musime dokazat, Ze

ITA| - tg|XTAK| = |TD| - tg |XTDL|.
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VyuZijeme toho, Ze trojihelniky ACK a RT'C jsou podobné podle véty uu,
takZe budeme dokazovat, ze

|TA|-tg|[XTRC|=|TD|-tg|XTRB,
|TC| |TB|

’ @ =| |- wy

ITA|-|TC| = |TD|-|TB|.
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Obr. 6

Jelikoz bod T lezi na chordale danych dvou kruznic, tak pozadované
rovnost plati, a tim je tedy diikaz dokoncen.

Priklad 7

Je déna kruznice k se stfedem S a uvnitt této kruznice bod A # S.
Bodem A jsou vedeny tii tétivy. U kazdé této tétivy jsou v krajnich bodech
sestrojeny te¢ny ke kruznici k. Tyto te¢ny se vzdy protnou v jednom bodé.
Dokazte, ze vzniklé tii pruseciky tecen lezi na jedné piimce.

Resend. Situace je CGastefné zndzornéna na obr. 7. Na tomto obrazku je
jedna tétiva KL, kterd ma stfed v daném bodé A. To je z duvodu, ze
takovato tétiva poslouZi k dikazu tvrzeni. A nevadi, Ze je pouZita pravé
tato tétiva, nebot tvrzeni mé platit pro jakoukoliv t&tivu prochazejici bo-
dem A. Na obr. 7 také nejsou znazornény tii tétivy, ale je tam jeSté jen
jedna dalsi tétiva M N. To opét nevadi, protoze kdyz tvrzeni dokazeme
pro tuto tétivu, tak stejny postup se pouzije i pro dalsi tétivy.
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Sestrojime kruZnici p nad primérem SA. Jejim obrazem v kruhové in-
verzi s kruznici k je pfimka p’ prochéazejici bodem A’, ktery vznikne jako
prusecik tecen ke kruznici £ v bodech K, L, a je kolm4 na pfimku AA’.

KruZnice p protina tétivu M N v bodé B, coz je tied usecky M N, nebot
tthel SBA je pravy. Pomoci kruhové inverze se bod B zobrazi na bod B’
leZici na piimce p’. Podle definice kruhové inverze plati

|SB|-|SB'| = |SN|>.

To je ale zaroveni Eukleidova véta o odvésné pro trojahelnik SNB’, coz
znamend, ze thel SN B’ je pravy, a tedy bod B’ lezi na te¢né ke kruZnici k
v bodé N. Tim je diikaz hotov.

Priklad 8

Je dan rovnoramenny pravouhly trojuhelnik ABC' s pifeponou AB.
Stiedy stran AB, BC' ozna¢me postupné D, F. Sestrojime p¥imku p, ktera
prochézi bodem A a svira s pfimkou AB thel o velikosti 15°, viz obr. 8a.
Také sestrojime piimku ¢, ktera prochézi bodem B a svira s piimkou AB
thel o velikosti 30°. Priisecik piimek p, ¢ ozna¢me F'. Dokazte, ze body
D, E, F lezi na jedné pfimce.
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Obr. 8a

Regent. Jelikoz v tloze pracujeme s nasobky dhlu o velikosti 15°, zku-
sime doplnit pravothly trojihelnik ABC o rovnostranny trojuhelnik ABG
(obr. 8b). Jeho stied ozna¢me O.

G

Obr. 8b

V uvedeném rovnostranném trojihelniku je velikost thlu ADG rovna 90°.
Diky symetrii podle pfimky BO jsou velikosti thlia FFAG a FG A rovny 45°,
proto ma thel AF'G velikost také 90°. Tim padem lezi body A, D, F, G
na Thaletové kruZnici nad primérem AG. Nad tétivou F'G této kruZnice
maji obvodové thly velikost 45°, proto i tthel F' DG ma velikost 45°. Proto
je pfimka DF rovnobé&zna s piimkou AC.

A jelikoz je bod E stiedem strany BC, je diky stejnolehlosti se stie-
dem B piimka DE rovnobé&zné s primkou AC.

Vidime tedy, ze piimky DF, DFE splyvaji, a tak body D, F', E lezi na
téZe primce.
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Ulohy k samostatnému reSeni

Uloha 1

Je dana kruznice k(O;r) a bod A vné této kruZnice. Sestrojte body
S, P, které lezi na kruznici k a na primce prochézejici bodem A a plati
|AS| = |SP].
Uloha 2

Dokazte tvrzeni z pfikladu 2 pro tupouhly trojuhelnik ABC' s tupym
thlem pfi vrcholu C.
Uloha 3 (Napoleonova véta)

Dokazte, ze stfedy rovnostrannych trojuhelniki AKB, BLC, CMA
v piikladu 4 tvoii vrcholy téZz rovnostranného trojuhelniku.
Uloha 4

Plati tvrzeni z piikladu 4 i pro pfipad, Ze rovnostranné trojuhelniky
nejsou piipsany stranam trojtuhelniku ABC z vnéjsi strany, ale jsou pri-
psény stranam trojuhelniku ABC do polorovin, v némz lezi trojuhelnik
ABC?
Uloha 5

Dokazte, ze stfedy Ctyr ¢tverci, které jsou vné pripsany stranam rov-
nobézniku, jsou vrcholy dalsiho étverce.
Uloha 6

Dokazte, ze v prikladu 5 jsou te¢ny ke kruznicim I, m v bodé S rovno-
bé&Zzné s pfimkami a, c.
Uloha 7

Plati tvrzeni z prikladu 7 i v pfipadé, kdy bod A lezi pfimo na kruZnici k,
nebo vné kruznice k7
Uloha 8

DokaZte, ze bod O na obr. 8b je stfed kruZnice vepsané Ctyfuhelniku
AFHC.
Uloha 9

Dokazte, ze trojihelnik HIJ na obr. 8b je rovnostranny.

Navody k reSeni zadanych tloh

Uloha 1: Bod Q budiz prise¢ikem kruznic 1(O; 2r) a m(A; r). Diky stiedové
soumeérnosti se stfedem S jsou trojuhelniky POS a AQS shodné. Proto
je S st¥ed tsecky OQ. Uloha ma dvé Feseni pro kazdy bod A lezici uvnit¥
mezikruzi omezeného kruznicemi k a [.
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Uloha 2: Ditkaz je veden tplné stejné jako v piikladu 2.
Uloha 3: K dikazu je mozné pouzit avahy z piikladia 2 a 3.
Uloha 4: Plati. Ditkaz je mozné vésti uplné stejné jako v piikladu 4.
Uloha 5: Mame rovnob&znik ABC D. Piipsané ¢tverce jsou IJBA, KLCB,
MNDC, OPAD. Stiedy téchto ¢tverca postupné jsou U, V, X, Y. Plati
[UB| = |XC|, |BV| = |CV], |XKUBV| = |XXCV]|. Tedy trojthelniky
UBV, XCV jsou shodné a vzajemné& otocené o 90°. Proto je [UV| = | X V|
a jsou tyto tisecky kolmé.
Uloha 6: Napf. teéna v bodé S ke kruznici [ je kolma na pramér této
kruznice prochazejici bodem S. Stejné tak je tomu se se¢nou AB této
kruznice.
Uloha 7: Plati. Dikaz je stejny jako v piikladu 7.
Uloha 8: 7 obr. 8b je patrné, ze znézornéné primky déli vnitini ahly ve
¢tyrahelniku AFHC.
Uloha 9: Piimka HI je kolma na pifmku DG atd.
Zaveér
Tento ¢lanek je pokrac¢ovanim tématu o tfech zajimavych bodech v ge-
ometrickych utvarech, které lezi na jedné piimce. Oproti predchozim ¢lan-
kim jsou zde k dikaziim vyuzivana prevazné geometrickd zobrazeni a véta
o obvodovych thlech v kruznici. Nejvice zde byly vyuzity publikace [1-6].
Problematika t¥{ zajimavych bodu lezicich na jedné pfimce bude pokra-
¢ovat i v navazujicim ¢lanku.
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