Zajimavé matematické ulohy

Uvetejiiujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické ulohy,
v niz mj. uvadime zadani dalsi dvojice novych tloh. Jejich feSeni muzete
zaslat nejpozdéji do 31. 12. 2023 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI, 17. lis-
topadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou na emailovou
adresu mfi@upol.cz. Zajimava a originalni reSeni tloh radi uvefejnime.

Uloha 287
Je dan pravouhly rovnoramenny trojuhelnik ABC' s pfeponou BC'. Osa
vnitintho thlu pfi vrcholu B protind vysku AR a odvésnu AC daného
trojuhelniku po fadé v bodech P a Q. Dokazte, Zze |CQ| = 2| PR)|.
Jaroslav Suréek
Uloha 288

Pro nezaporné realna &isla x, y uvazujme nerovnost

Mzgﬂ_g
1+z+y

a vyraz V(z,y) = V& + /Y.
a) Najdéte mnozinu M; v8ech moZnych hodnot vyrazu V pro dvojice
nezadpornych x, y, které vyhovuji uvedené nerovnosti.
b) Najdéte mnozinu M, vSech moZznych hodnot vyrazu V takovych, Ze
pro libovolnou dvojici nezapornych redlnych ¢isel x, y, pro kterou

V(x,y) € My, plati uvaZovana nerovnost.
Jdan Mazdk

Déle uvadime feseni tiloh 283 a 284, jejichz zadan{ jsme zvefejnili v prv-
nim ¢isle aktualniho (33.) ro¢niku naseho ¢asopisu.

Uloha 283
Urcete nejmensi pfirozené ¢islo n, které dava soucasné pti déleni tfemi
zbytek 2, pri déleni ¢tyfmi zbytek 3, pii déleni péti zbytek 4 a pii déleni
¢islem 2023 zbytek 1.
Jaroslav Svrcek

Resent (podle Karola Gajdose). Podle zadani je ¢islo n+ 1 délitelné tfemi,
Ctyfmi i péti, tedy je délitelné jejich nejmensim spoleénym nasobkem 60.
Existuje tak pfirozené ¢islo m, ze n + 1 = 60m. Dale ze zadan{ vidime,
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ze Cislo n 4+ 1 dava pii déleni ¢islem 2023 zbytek 2, existuje tak pfirozené
¢islo k, ze plati 60m = n + 1 = 2023k + 2. Odtud plyne, ze k je sudé
¢islo, tedy k = 2p pro pfirozené &islo p a tedy 30m = 2023p + 1. Cislice
na misté jednotek v celém nezaporném c¢isle p je nutné 3, tedy existuje
celé nezaporné ¢&islo g, ze p = 10q + 3. Dosazenim dostaneme po tpraveé
3m = 2023q + 1. Jelikoz ¢&islo 2023 dava pii déleni tfemi zbytek 1, musi
¢islo ¢ pii déleni tfemi davat zbytek 2. Cislo n bude nejmensi, pravé kdyz
bude nejmensi k, tedy p i ¢. Nejmensi celé nezaporné ¢islo ¢, které pii
déleni tfeni dava zbytek 2 je ¢ = 2, odtud p = 23, tedy k = 46, a proto
n+1=2023 46 + 2 = 93060, a tak hledané ¢islo n je rovno 93 059.

Jiné teseni. Stejné jako v predchézejicim reSeni budeme hledat pfirozena
¢isla m a k, pro ktera plati

60m =n+1=2023k +2 = (6034 — 17)k + 2 = 60 - 34k — (17k — 2).

Hledame tak nejmensi pfirozené ¢islo k, pro které je 17k — 2 délitelné
Sedesati. Jelikoz 60 = 3-4-5, vidime odtud, Ze &islo k pti déleni tfemi dava
zbytek 1, pfi déleni ¢tyimi zbytek 2 a pri déleni péti zbytek 1. Proto je ¢islo
k + 14 délitelné jak tfemi, tak i ¢tyimi a péti, tedy je délitelné Sedesati.
Cislo n bude nejmensi, pravé kdyz bude nejmensi k, tedy i k+14. Nejmensi
¢islo délitelné 60 tvaru k + 14, kde k je pfirozené ¢islo, je 60, tedy k = 46,
a proto stejné jako v predchézejicim feseni n = 93 059.
Jiné feseni (podle Tomdse Hausera). UZzijeme ¢inskou vétu o zbyteich.
e 4-5-2023 =40460. Toto ¢islo pii déleni tfemi dava zbytek 2.
e 3-5-2023 = 30345. Navic ¢islo 3 - 30345 = 91035 pii déleni ¢tyimi
dava zbytek 3.
e 3-4-2023 = 24276. A c¢islo 4 - 24276 = 97104 pii déleni péti dava
zbytek 4.
e 3-4-5=60. Plati 60 - 1787 = 107220 = 53 - 2023 4+ 1 a toto ¢islo tak
pri déleni ¢islem 2023 dava zbytek 1.
7 predeslych avah plyne, ze ¢islo

40460 491035 + 97104 + 107220 = 335819

dava po déleni tfemi zbytek 2, po déleni ¢tyfmi zbytek 3, po déleni péti
zbytek 4 a po déleni 2023 zbytek 1. V8echna takova cela ¢isla pak maji
tvar

335819+ 3-4-5-2023k = 335819 + 121 380k,
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kde k je celé ¢islo. Nejmensi prirozené Cislo dané vlastnosti tak ziejmé
dostaneme pro k = —2 a tim bude hledané ¢islo

n = 335819 4 121380 - (—2) = 93 059.

Spravna reSeni zaslali Fliska Andrijskovd, Jachym Kouba, Radim Krska,
Jindrich Kukla, Jan Polivka, Lucian Poljak a Lenka Poljakovd, vSichni
z GJS v Prerovs, Karol Gajdos z Trnavy, Tomds Hauser z Kolina, Anton
Hndth z Moravan a Petr Kneys z Jablonce nad Nisou.

Uloha 284
Jsou dany dva ruzné body A, B a pfimka p rovnobézna s useckou AB.
Na pfimce p najdéte viechny body C, pro které je soudin |AC| - |BC| co

neJmenst. Pavel Caldbek

Resent. Vyska ke strané AB trojthelniku ABC je pro viechny body C
primky p rovna vzdalenosti rovnobéznych pifimek AB a p, tedy obsah
v8ech takovych trojuhelniki je stejny, oznacme jej S. Oznacme -y velikost
vnitfniho thlu trojihelniku ABC' pii vrcholu C' a R polomér kruznice
jemu opsané.

Podle zndmého vzorce pro obsah trojuhelniku a podle sinové véty plati

[AC| - |BC| - |AB|
4R '

S = %\AC| -|BC|siny =

Jelikoz S a |AB| jsou konstantni, sou¢in |AC|-|BC| bude nejmensi, pravé
kdyz tuto vlastnost bude mit R. Pfitom si uvédomme, Ze nejmensi mozny
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polomér mezi kruZnicemi prochéazejicimi body A a B ma kruZnice kap

s prumérem ADB. Podle toho, zda tato kruznice ma s p¥imkou p spoleény

bod uvazujme dvé moznosti.

a) Pokud je vzdalenost pfimek AB a p nejvySe rovna |AB|/2, mé& kap
aspoii jeden spolecny bod s pfimkou p, ten je pak hledanym bodem C.
Pritom pokud je vzdalenost pfimky p od pfimky AB mensi nez |AB|/2,
existuji dva priseéiky kap a p, pokud je rovna |AB|/2, existuje takovy
bod jediny.

b) Pokud je vzdalenost pfimek AB a p vétsi nez |AB|/2, méa nejmensi
mozny polomér kruznice, ktera prochazi body A a B a dotyka se pfim-
ky p. Timto bodem dotyku C pak bude prusecik osy usecky AB s pfim-
kou p.

Jiné reseni. Umistéme body A, B do souradné soustavy tak, ze A = [—1,0],

B = [1,0] a pfedpokladejme, Ze piimka p ma vzdalenost ¢ > 0 od osy x.

Libovolny bod C' piimky p tak méa souradnice [z, q]. Misto zadaného sou-

¢inu ekvivalentné minimalizujme jeho druhou mocninu, plati tak

[ACP - |BCP = (¢ +1)° +¢°) - ((z = 1)* + ¢%) =
= (2* =1 +2¢°(2" + 1) + ¢* = (¢® =1+ ¢*)* + 4¢>.

Problém minimalizace sou¢inu |AC| - |BC| jsme touto upravou pievedli
na minimalizaci vyrazu V = |22 — 1+ ¢?|. Vidime, Ze pokud ¢ < 1, nabyva
vyraz V minima 0 v bodé = = £4/1 — ¢2. Bod C[£+/1 — ¢?, q] pak lezi,
jak snadno ovéfime, na kruZnici se stfedem [0, 0] a polomérem 1, tedy na
kruznici s priimérem AB. Pro p > 1 nabyva vyraz V svého minima ¢? — 1
v bodé x = 0, bod C[0, g] pak lezi na priseciku osy y s pfimkou p, pfifemz
osa y je sou usecky AB.

Yt Cla,q p

Al-1,0] B[1,0] &

Spravnéa feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Moravan
a Petr Kneys z Jablonce nad Nisou.
Netiplné feseni zaslal Frantisek Jdchim z Volyné.
Pavel Calabek
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