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a jejich aplikace
ve vektorové grafice
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PedF UK Praha — SPSE Je¢na — Jednota skolskych informatiki

V ramci stfedoskolské vyuky matematiky se zak gymnazia krom jiného
seznami s geometrickymi zobrazenimi v roviné. V souladu RVP G platnymi
od 1. zaft 2022 je Zdk sezndmen se shodnymi zobrazenimi (osovd a stiedovd
soumeérnost, posunuti, otoéent) a se stejnolehlosti. St¥edogkolské ucivo je
omezeno na zobrazeni z roviny do roviny. V kazdém takovém zobrazeni
prifazujeme tedy libovolnému bodu X roviny p jako jeho obraz praveé jeden
bod X’ téze roviny p (znadime X — X’). Jestlize specialné obraz X’ bodu
X s nim splyva, pak bod X = X’ se nazyva samodruzny bod.

Ke geometrickém zobrazenim lze pristupovat syntetickou a analytickou
(vypocetni) metodou. Analytickd vyjadfeni jednotlivych typt zobrazeni
lze vyjadrit matici. Zobrazeni rozlisujeme na:

e shodnosti e podobnosti

Shodnosti
Prosté zobrazeni v roviné nazyvame shodnym zobrazenim (shodnosti),
pravé kdyz pro kazdé dva body X, Y roviny a jejich obrazy X', Y’
(X —» X', Y = Y’) v tomto zobrazeni plati
| X'Y'| =|XY].

Zvlastnim piipadem shodnosti je identita, jez kazdému bodu X dané ro-
viny piifazuje prifazuje jako obraz tyz bod X' = X.
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P¥imé4 shodnost je kazda shodnost, ve které libovolny AABC a jeho
obraz AA’B’C’ jsou pfimo shodné trojihelniky, tedy p¥i ,,obihani“ jejich
hranic od bodu A pres bod B k bodu C a od bodu A’ pfes bod B’ do
bodu C’ postupujeme ve stejném smyslu otadeni. Nepiim4 shodnost je
kazda takova shodnost, v niz libovolny AABC a jeho obraz AA’B’C’ jsou
nepiimo shodné trojuhelniky, tedy pf¥i ,,obih&ni“ jejich hranic od bodu A
pies bod B k bodu C a od bodu A’ pfes bod B’ do bodu C’ postupujeme
v opacnych smyslech otéceni.

Afinnd zobrazent lze vyjadrit matici:
abm

A=|cdn
001

Bod X’ = [2};x}], ktery je obrazem bodu X = [x;;x5] lze analyticky
zobrazit:

X'=AX
x) abm) |z
h| =lcdn| |z
xh 001 1

Druhy pfimych a nep¥imych zobrazeni [3]
Primé shodnosti jsou:
a) Identita 7
100
ZI=1010
001

b) Posunuti (translace) T (u)
Je urceno vektorem posunuti u = (u1;usz), resp. matici:

1OU1
T(u): 01UQ
001
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¢) Otoceni (rotace) R(S; )
Je uréeno stfedem rotace S = [s1; s3] a (orientovanym) thlem otoceni o
o velikosti 0° < o < 360°, resp. matici:

cosa —sina s1(1 — cosa) + s sin
R(S;a) = | sina cosa —sysina+ sa(1 — cosa)
0 0 1

d) St¥edova soumérnost S(S)
Jedna se o specialni pfipad rotace — otoCeni kolem bodu S = [s1;s9)
(stfedu soumeérnosti) o thel a = 180° (S je sied usecky X X').

-1 0 2s;
S(S) = 0 -1 282
0 0 1

Neprimé shodnosti jsou:

e) Osova soumérnost s,

Osova soumeérnost s, s osou o je zobrazeni v roving, ve kterém se zobrazi
kazdy bod X € o na bod X’ = X a kazdy bod X ¢ o na X' tak, 7e o
je osa usetky X X'. Tedy | X S| = |SX'|, kde S € o je stied usecky X X'.
Pfimku o nazgvame osou soumérnosti [1] .

Osova soumérnost je ur¢ena piimkou o, jdouci bodem M = [mq,ms], a
smérovym dhlem «. Znaéime s,(mq; ma; @).
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cos 2 sin 2« u(1l — cos2a) — vsin 2«
So(u,v, ) = | sin2a cos2a v(1 — sin 2a) + u cos 2«
0 0 1

f) Posunuta osova soumérnost (posunuté zrcadleni) Pg

Ps = so(u,v,a) o T(u) = T (u) o so(u,v, )

Podobnost a stejnolehlost

Podobné zobrazeni (podobnost) Z: X — X' je geometrické zobrazeni
v roving, pro které existuje kladné realné &islo k tak, Ze pro kazdé dvé
dvojice bodu A, A’ a B, B’ vzoru a obrazu je splnén vztah |A’B’| = k-|AB|.
Cislo k se nazyva pomér podobnosti.

Kazda podobnost je prosté zobrazeni. Podobné jako u shodnosti lze
definovat podobnost piimou a nepfimou. Shodnost je zvlastni pfipad po-
dobnosti pro k = 1.

Je dan bod S a realné &islo k, & # 0. Stejnolehlost (homotetie) se
stiedem S a koeficientem « je zobrazeni H(S, k), které prifazuje:

1. kazdému bodu X # S bod X' tak, Ze plati |SX’| = |«|-|SX|; pfitom
pro x > 0 lezi bod X’ na polopfimce SX, pro x < 0 lezi bod X’ na
polopfimce opa¢né k polopfimce SX,

2. bodu S bod S’ = S.

Jestlize k = 1, je kazdy bod samodruZzny a zobrazeni je identita. Je-li
k = —1, je stejnolehlost stfedovou soumérnosti. Je-li Kk = 0, je obrazem
kazdého bodu stied stejnolehlosti, proto je tento piipad v definici vylou-
¢en. Jedinym samodruznym bodem ve stejnolehlosti, ktera neni identitou,
je stfed stejnolehlosti. Samodruzné primky jsou v8echny piimky, které pro-
chézi stiedem stejnolehlosti [2].

Pro stejnolehlost plati:

a) Pfimka a jeji obraz jsou rovnobé&zné.

b) Usecka a jeji stejnolehly obraz jsou rovnobé&zné. Pokud je koeficient
stejnolehlosti kladny (resp. zaporny), jsou tsecka a jeji obraz sou-
hlasné (resp. nesouhlasné) orientovany.
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¢) Pomér délek obrazu usecky a jejiho obrazu se rovné absolutni hod-
noté koeficientu stejnolehlosti.

d) Obrazem thlu je thel s nim shodny [1].

Inverznim zobrazeni ke stejnolehlosti H (S, k) je H(S,1/k). Ukazka je
v udebnici [1].

Stejnolehlost (homotetie) H(S, ) je urcena stfedem stejnolehlosti S =
= [s1; 2] a koeficientem x nebo matici

k0 (1—kK)-s;
H(S,k) =10k (1—kK): s
00 1

Stiedoskolské ucivo geometrickych zobrazeni je vSak ukoncéeno vyjme-
novanim shodnosti, podobnosti a jejim uréenim. Zaci tak nejsou bézné se-
zndmeni s analytickym popisem téchto zobrazeni, s moznostmi vyjadieni
zobrazeni pomoci matic (a vektorii). Ve velmi vyjimeénych piipadech jsou
zéaci okrajové s témito moznostmi seznamovani, a to pouze ve vybérovych
seminéfich. Samotné praci s maticemi je ve vyuce matematiky vénovano
minimum ¢asu — téz spiSe v rozsifujicich — volitelnych pFfedmétech.

Analyticky popis zobrazeni pomoci matic muze oteviit nové pristupy
k tvorbé webovych stranek a designu. Matice maji dtlezitou roli i v jinych
oblastech matematiky a informatiky, ale podle souc¢asného kurikula neni
vyucovani matic souc¢asti matematického vzdélani na st¥ednich skoléch.

Primarnim néastrojem tvorby webovych stranek je znackovaci jazyk
HTML. Tim pfifazujeme obsahu webu sémantiku. Design a zptsob roz-
misténi prvkia uréuje soubor CSS pravidel. VySe zminény analyticky popis
zobrazeni muzeme jednoduse aplikovat i v rdmci vyvoje webové grafiky.
Specifické postaveni ve vyvoji webu, a hlavné webové grafice ma techno-
logie SVG.

SVG je znackovaci jazyk a forméat pro dvoudimenzionalni vektorovou
grafiku zalozeny na XML. Podporuje t¥i typy grafickych objekti — vekto-
rové tvary, bitmapové obrazky a text. Diky bohatym grafickym funkcim
se hodi pro pouziti na webu i v tisku. Format podporuje metadata pro
lepsi vyhledavani a indexaci obsahu. A¢koli byla jeho implementace ome-
zend v minulosti z divodu chybéjici podpory v nékterych prohliZecich,
v soucasnosti podporuje SVG vétsina desktopovych a mobilnich prohli-
zeCi. SVG soubory jsou ulozeny v XML textovych souborech a mohou byt
editovany textovymi editory nebo vektorovymi editory
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Syntaxe SVG se Fidi zapisem XML, ktery popisuje jednotlivé grafické
prvky a jejich vlastnosti. Kazdy element je uzavien mezi znackami, které
udévaji jeho nazev. Vlastnosti elementu jsou definovany pomoci atribut,
které jsou uvedeny uvniti pocateéni znacky. Hodnoty atributi jsou oddé-
leny mezerou. Kromé toho muze byt obsah elementu tvoren dal$imi ele-
menty, textem nebo odkazy na jiné soubory. SVG také podporuje inline
styly a kaskddové styly pomoci CSS.

Priklad 1
Mgjme dva ¢tverce definované v SVG:

width="200" height="100" style="border:1px solid black"
width="100" height="100" x="0" y="0" class="obdelnik"

width="200" height="100" style="border:1px solid black"
width="100" height="100" x="0" y="0" class="obdelnik"

transform="rotate(30, 100, 100)"

Tento kod vytvori dva obdélniky pomoci SVG. Oba obdélniky maji
stejnou §ffku a vygku, 100 a 100 pixeld, a jsou umistény v levém hor-
nim rohu SVG kanvasu pomoci atributi x="0" a y="0". Oba obdélniky
jsou ohraniCeny Cernou ¢arou, coz je nastaveno pomoci CSS vlastnosti
style="border: 1px solid black". Cely kod <svg>...</svg> lze vlo-
zit do HTML ¢i do jakéhokoliv SVG editoru.

Prvni obdélnik neméa Zadnou transformaci a je tedy zobrazen stan-
dardné. Druhy obdélnik mé transformaci pomoci atributu transform=
"rotate(30, 100, 100)". Tato transformace se stfedem v bodé [100;100]
(v pixelech) a s thlem otoceni ov = 30°. Pro formalni pfehlednost je nutno
dodat, ze SVG vyuziva repéru (O, (1;0), (0; —1)).
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Vyse uzitou rotaci je mozné matematicky definovat matici. Pro zjedno-
du8eni uvedeme v k6du aproximovanou matici:

V3 _1 _50(v/3 - 3) 0,866 —0,5 63,397
R([100;100];30) = | L 2 —50(v3-1)| =| 0,5 0,866 —36,603
0 0 1 0 0 1

Matice zobrazeni matrix(a,b,c,d,e,f) je funkci urcujici zobrazeni ve
formé& matice zobrazeni Sesti hodnot. SVG zapis transform="matrix(a,b,
c,d,e,f)" je ekvivalentni s matici zobrazeni:

a Cc e
bdf
001

Deklarace transform bude mit hodnotumatrix(0.866,0.5,-0.5,0.866,
63.397,-36.603). Vysledny kod ilustrovany obr. 3 bude mit nasledujici
podobu:

width="200" height="100" style="border:1px solid black"
width="100" height="100" x="0" y="0" class="obdelnik"
transform="matrix(0.866,0.5,-0.5,0.866,63.397,-36.603)"

Hodnota deklarace transform="rotate (30, 100, 100)" je ekvivalentni
s hodnotou matrix(0.866,0.5,-0.5,0.866,63.397,-36.603).
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Priklad 2
Je dan polygon, ktery je v SVG vyjadfen (viz obr. 4):

width="200" height="300" style="border:1px solid black"
points="20,20 60,20 100,60 80,80 40,80 0,40"
class="polygon"

Postupné na tento obrazek aplikujeme posunuti 7 (100, 0), 7(0,50), oto-
¢eni R(60,0,0) a stejnolehlost H(0,0,2).

Obrazek 4b) vznikl posunutim 7(100,0):

width="200" height="300" style="border:1px solid black"
points="20,20 60,20 100,60 80,80 40,80 0,40"
class="polygon"
transform="translate(100,0)"

Obrazek 4c) vznikl posunutim 7 (0,50):

width="200" height="300" style="border:1px solid black"
points="20,20 60,20 100,60 80,80 40,80 0,40"
class="polygon"

transform="translate(100,0) translate(0,50)"

Zde vidime ukazky moznosti skladani zobrazeni i v SVG.
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TentyZ obrazek 4c¢) mohl vak vzniknout i slozenim 7 (100, 0) o7 (0, 50):

10 100 100 10 100
7(100,0)07(0,50) =101 0 |-[0150|=]01 50
00 1 001 00 1

Tedy deklaraci transform="matrix(1,0,0,1,100,50)".

Obrézek 4d) muZe vzniknout riznymi zpiisoby:

1)
width="200" height="300" style="border:1px solid black"
points="20,20 60,20 100,60 80,80 40,80 0,40"
class="polygon"
transform="
translate(100,0)
translate(9,50)
rotate(60,0,0)"

width="200" height="300" style="border:1px solid black"
points="20,20 60,20 100,60 80,80 40,80 0,40"
class="polygon"
transform="matrix(1,0,0,1,100,50) rotate(60,0,0)"

(3) Nebo opét sloZenim:

7(100, 50) 0 R(60,0,0) =

10 100 1 g 1 -3 100 0,5 —0,866 100
=lo1rs0 [-|L 1 of=|% L 50[=[086 05 50
00 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

Vyjadieni ve zdrojovém kodu SVG:

Matematika — fyzika — informatika 32 (3) 2023 215



width="200" height="300" style="border:1px solid black"
points="20,20 60,20 100,60 80,80 40,80 0,40"
class="polygon"

transform="matrix(0.5,0.866,-0.866,0.5,100,50)"

Obrazek 4e) je vysledkem operace: T(100,0) o 7(0,50) o R(60,0,0) o
o H(0,0,2). Moznosti vyjadieni v SVG je nékolik. Pro jednoduchost uve-
deme jen dva extrémni:

1. Postupnym vyjadfenim vSech transformaci, pficemz stejnolehlost 1ze
vyjadfit transform="... matrix(2,0,0,2,0,0)"

width="200" height="300" style="border:1px solid black"

points="20,20 60,20 100,60 80,80 40,80 0,40"
class="polygon"
transform="

translate(100,0)

translate(0,50)

rotate(60,0,0)

matrix(2,0,0,2,0,0)"

2. Uvedenim vysledné matice:

7(100,50) 0 R(60,0,0) o H(0,0,2) =

% —§ 100 200 1 —/3 100 1 —1,732 100
_ § % 50 [-lo20]l=|v3 1 50 |=]1732 1 50
0o 0 1 001 0 0 1 0 0 1

width="200" height="300" style="border:1px solid black"
points="20,20 60,20 100,60 80,80 40,80 0,40"
class="polygon"

transform="matrix(1,1.732,-1.732,1,100,50)"
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V tomto ¢lanku jsem postupné ukéizal aplikace bézné stiedoskolské ma-
tematiky ve webové grafice. Aktualni stfedoskolské kurikulum v8ak neni
vzdélavani na stfednich Skolach v oblasti matematiky dostateéné zamé-
feno na matice, které jsou v informatice kli¢ovym prvkem. Pokud by Zaci
zvladli matice, umoznilo by jim to snadnéji pracovat s grafickymi prvky
v SVG formatu. Kromé webové grafiky se matice vyuzivaji t¥eba i v teorii
grafli, nebo elektrotechnice.

Zaci v8eobecnych gymnézii jsou s maticemi seznamovany okrajové ve
vys§ich ro¢nicich ve volitelnych prfedmétech. Na jejich aplikace, at uz ve
webové grafice, nebo teorii grafa jiz pak nezbyva ¢as. Domnivam se v8ak,
ze na odbornych skolach, zamérenych na informacni technologie ¢i elek-
trotechniku by Z&ci méli byt s maticemi seznameni jiz na pocatku studia.
Navazujici odborné predméty pak na téchto znalostech mohou dale stavét.
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Rozsvicené lampy
(Ulohy z MO kategorie P, 46. ¢ast)

PAVEL TOPFER
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

Pro dnes$ni pokracovani dlouhodobého seridlu vénovaného vybranym
problémim z Matematické olympiaddy kategorie P (programovani) jsme
zvolili jednu starsi praktickou soutézni tlohu. Jedna se o tlohu z celostat-
niho kola 45. ro¢niku MO (3kolni rok 1995/96), tedy ze soutéze konané
pred témér tficeti lety. Za¢neme jako obvykle ptivodnim zadanim tlohy,
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