V tomto ¢lanku jsem postupné ukéizal aplikace bézné stiedoskolské ma-
tematiky ve webové grafice. Aktualni stfedoskolské kurikulum v8ak neni
vzdélavani na stfednich Skolach v oblasti matematiky dostateéné zamé-
feno na matice, které jsou v informatice kli¢ovym prvkem. Pokud by Zaci
zvladli matice, umoznilo by jim to snadnéji pracovat s grafickymi prvky
v SVG formatu. Kromé webové grafiky se matice vyuzivaji t¥eba i v teorii
grafli, nebo elektrotechnice.

Zaci v8eobecnych gymnézii jsou s maticemi seznamovany okrajové ve
vys§ich ro¢nicich ve volitelnych prfedmétech. Na jejich aplikace, at uz ve
webové grafice, nebo teorii grafa jiz pak nezbyva ¢as. Domnivam se v8ak,
ze na odbornych skolach, zamérenych na informacni technologie ¢i elek-
trotechniku by Z&ci méli byt s maticemi seznameni jiz na pocatku studia.
Navazujici odborné predméty pak na téchto znalostech mohou dale stavét.

Literatura

[1] Pomykalovd, E.: Matematika pro gymnézia: planimetrie. Ucebnice pro
stfedni Skoly, 4. upr. vyd., Prometheus, Praha, 2000.

[2] Bocek, L., Zhouf, J.: Planimetrie. 2. rozs. vyd., Pedagogicka fakulta, Uni-
verzita Karlova, Praha, 2012.

[3] Hejny, M., Jirotkovd, D., Vondrovd, N.: Geometrické transformace: (me-
toda analytickd). Univerzita Karlova, Praha, 1997.

Rozsvicené lampy
(Ulohy z MO kategorie P, 46. ¢ast)

PAVEL TOPFER
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

Pro dnes$ni pokracovani dlouhodobého seridlu vénovaného vybranym
problémim z Matematické olympiaddy kategorie P (programovani) jsme
zvolili jednu starsi praktickou soutézni tlohu. Jedna se o tlohu z celostat-
niho kola 45. ro¢niku MO (3kolni rok 1995/96), tedy ze soutéze konané
pred témér tficeti lety. Za¢neme jako obvykle ptivodnim zadanim tlohy,
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v némz jsme pro potieby tohoto ¢lanku pouze zjednodusili tvar vstupnich
a vystupnich dat.
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Vefejna prostranstvi ve mésté jsou osvétlena N pouliénimi lampami.
Kazd4 z lamp mé jednozna¢né prifazeno ¢islo od 1 do N. K zapinani
a vypinani vefejného osvétleni slouzi v fidicim stfedisku M prepinaci.
Kazdy z prepinaci pfepne najednou jednu nebo nékolik lamp. Pfepnout
lampu znamena zapnout ji, pokud zrovna nesviti, a vypnout ji, jestlize
momentalné sviti. Pfepinaé ¢islo ¢ prepina vSechny lampy oznacené &isly
od a; do b;, tzn. lampy s Cisly lezicimi v uvedeném uzavieném intervalu.

Napiste program, ktery zjisti, zda je mozné pomoci pfepinac¢i v fidicim
stfedisku rozsvitit vSechny lampy ve mésté, jsou-li na za¢atku vSechny tyto
lampy zhasnuté.

Na prvnim fadku vstupu jsou uvedena &isla N a M, kde N je pocet
lamp ve mésté a M je pocCet prepinact v fidicim stfedisku. Dalsich M
radka vstupu obsahuje pro jednotlivé prepinace vzdy dvojici &isel a;, b;
(tedy pro kazdy pfepina¢ je zadan interval ¢isel lamp, které se pomoci
ného pfepnou).

Vystupem programu je jeden fadek s jednou z nasledujicich zprav:

Lze — pokud je mozné rozsvitit vSechny lampy pomoci pfepinaci v ii-
dicim stiedisku,
Nelze — jestliZze to neni mozné.

Priklady

Vstup 1: Vystup 1:
53 Lze

13

25

23

Vstup 2: Vystup 2:
10 5 Nelze
19

210

310

410

510
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Primitivni feSeni dlohy je zalozeno na prostém vyzkouSeni vSech moz-
nosti. Postupné budeme prochazet vSechny mozné skupiny pfepinaci a
pro kazdou z nich ovéfime, zda prepnutim vSech pfepinact z této skupiny
rozsvitime vSechny lampy ve mésté.

Stav vSech lamp si budeme pamatovat v poli L, kde L[i] udava, zda
je v poradi i-t4 lampa zapnuta, nebo ne. Pokud i-ta4 lampa sviti, prvek
L[¢] bude mit hodnotu True, v opatném piipadé False. Na zac¢atku vypo-
¢tu budou v8echny hodnoty v poli L nastaveny na False. Pfi zkoumani
zvolené skupiny pfepinacu staci pro kazdy prepinac j z této skupiny zmé-
nit v8echny hodnoty v poli L na indexech od a; do b; na opacné. Tim
vlastné pfimo modelujeme priubéh prepinani lamp pii pouziti vybranych
prepinact. Nemusime se nijak zabyvat tim, v jakém potadi pfepinace po-
uzijeme, protoze jejich poradi nemé zadny vliv na vysledek.

Regenfm tlohy budeme rozumét takovou skupinu piepinaci, ze pokud
je v8echny piepneme, viechny lampy budou nakonec svitit (tzn. vSechny
prvky v poli L budou mit hodnotu True). Jakmile b&hem postupného
zkouSeni jednotlivych skupin prepinac¢t najdeme FeSeni tulohy, program
odpovi Lze a vypocet ukon¢ime. Pokud vyzkousime vSechny moznosti, ale
feSeni nenajdeme, program odpovi Nelze.

Popsany postup je sice velmi jednoduchy, ale je také velmi neefektivni.
Poéet viech riznych podmnozin M-prvkové mnoziny je totiz 2M. V nej-
horsim piipadé musime vyzkouset viech 2M skupin vybranych pfepinaci,
kazda tato skupina bude obsahovat O(M) pfepinact a kazdy z nich pfe-
pinad O(N) lamp. Celkovou ¢asovou slozitost algoritmu miizeme proto od-
hadnout jako O(N - M - 2M). Je tedy exponencialni vzhledem k poctu
prepinact. Takovy algoritmus mutzeme realné pouzit pouze pro velmi malé
hodnoty M.

Ukazeme si proto jiny postup feSeni tlohy, ktery je podstatné rychlejsi,

TeSit obecnéjsi tlohu: predpokladejme, Ze na zac¢atku nemusi byt vSechny
lampy vypnuté. KdyZz budeme mit odvozen algoritmus pro feSeni tlohy
s obecnym pocateénim stavem lamp, miZeme ho nakonec samoziejmé po-
uzit na pocate¢ni situaci se vSemi lampami zhasnutymi, jako je tomu v nasi
soutézni uloze.

Pro evidenci stavu jednotlivych lamp budeme pouzivat stejné pole L,
jaké jsme zavedli vySe. Hodnoty True/False v poli L. ndm popisuji obec-
nou pocatedni situaci, pro kterou chceme nalézt reSeni. Rozlisime dva pfi-
pady podle toho, v jakém stavu se nachézi prvni lampa. Predpokladejme
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nejprve, ze je vypnuta. Pokud zadny interval neza¢ind lampou 1, dloha
zcela jisté nema feSeni, protoze prvni lampu vilbec nedokazeme rozsvitit.
V opa¢ném piipadé najdeme nejkratsi interval, ktery zac¢ina lampou 1, a
jeho konec oznac¢ime b. Piepina¢ odpovidajici tomuto intervalu pouZijeme
(ale pozor, v definitivnim FeSeni tlohy ho moZné pozdéji jesté vyménime
za jiny!) a zménime tak v8echny hodnoty L[i] z intervalu od 1 do b na
opacné. Zaroven s tim vSem ostatnim intervalim zacinajicim lampou 1
zménime jejich zacatek na b + 1. Tim dostaneme upravenou tlohu pro
lampy 2,3, ..., N. Uk&dZeme, Ze tato upravena tiloha ma4 feSeni praveé tehdy,
mé-li feSeni nase ptivodni tdloha.

Nez prikro¢ime k diukazu uvedeného tvrzeni, vysvétlime si, jaky vy-
znam mé poznamka, Ze pravé pouZzity piepinac¢ (1,b) moZna v budoucnu
jesté vyménime za jiny. Mohlo by se totiz stat, ze v feSeni upravené tlohy
pouzijeme néktery z prepinaci, kterym jsme pravé zkratili jejich interval
z ptivodniho (1,¢) na (b + 1,c). Takovy piepina¢ oviem v pivodni tloze
neexistuje. Kdyz jsme ale nejprve pouZili pfepinaé (1, b) a nyni chceme po-
uzit piepina¢ (b+ 1,¢), miZeme se stejnym vysledkem misto t&chto dvou
prepinac¢ii pouzit jeden piepinac (1, c), ktery mame k dispozici. Ve vysled-
ném feSeni tedy nakonec ptivodné uvazovany prepinaé (1,b) nepouzijeme
a nahradime ho pifepinacem (1, c).

Nyni se jiz mtzeme vénovat dikazu vyse uvedeného tvrzeni. Dokazované
tvrzeni je ekvivalence, budeme proto dokazovat zvlast implikaci jednim
smérem a zvlast druhym smérem. Nejprve predpokladejme, Ze upravené
tloha ma feSen{ R. Pokud pfepneme lampy z puvodni tlohy pouzitim
prepinact tvoricich feSeni R, budou svitit jen lampy s ¢isly vétSimi nez
b. Lampa 1 byla ptvodné vypnutd a vypnutad zistane i nadéle, protoze
zédny prepinaé¢ z feSeni R ji neobsahuje. Lampy z intervalu od 2 do b mély
v upravené tloze prevracené vychozi hodnoty oproti ptvodni dloze, takze
kdyZ budou v upravené uloze nakonec svitit, tak v ptvodni tloze budou
po pouziti pfepina¢i R zhasnuté. Predpoklddejme, Ze FeSeni R obsahuje
k intervali, kterym jsme zacatek zménili z 1 na b + 1. Takové prepinace
ovSem v puvodni tloze neexistuji. Reseni S vznikne z R tak, Ze témto k
intervalim zménime jejich zacatek zpét na 1. Jestlize je k liché, kazdou
lampu z intervalu (1,b) jsme tim oproti feSeni R pFepnuli jesté lichy pocet
krat, proto bude zapnuta. V tomto pfipadé je tedy S spravnym FeSenim
nasf pavodni tdlohy. Pokud je k sudé, lampy z intervalu (1,b) ztstanou
vypnuté a proto k feSeni S je tfeba jesté pridat prepinac ovladajici interval
lamp od 1 do b. V obou pfipadech jsme z feSeni R upravené ulohy sestrojili
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feSeni S puvodni tlohy. Tim jsme dokazali, Ze ma-li upravené tloha feSeni,
potom mé FeSeni také pivodni tloha.

Predpokladejme ted naopak, Ze ptivodni tiloha m4 Feseni S. Podet piepi-
nac¢u z S, které obsahuji lampu 1, je jisté lichy. KdyZz vSem jejich intervalim
zménime zacatek z 1 na b+ 1 (a vypustime intervaly nulové délky), dosta-
neme FeSeni R upravené tlohy. Uvedenym zkracenim intervali jsme totiz
zménili hodnoty vSech lamp od 2 do b, zatimco ostatnich lamp se zaddna
zména nedotkla. Tim je dokdzana druhéa implikace a tedy i celé tvrzeni.

Zbyva popsat feSeni tlohy v piipadé, Ze je prvni lampa zapnuta. Protoze
lampa 1 sviti, neni zapotfebi, aby se dala n€jakym pfepinacem piepnout.
Jestlize neexistuje zadny prepinaé, ktery ovlada lampu 1, tloha ma feSeni
pravé tehdy, ma-li feSeni tloha pro lampy 2, 3, ..., IV a pro stejnou mnozinu
prepinaci. Pokud existuje alespon jeden interval zac¢inajici lampou 1, opét
vezmeme nejkratsi z takovych intervalii (1,b) a zménime za¢atky ostatnich
intervalti stejné jako v pfedchozim pfipadé na hodnotu b+ 1. Tentokrat ale
nezménime hodnoty v poli L, protoze prepina¢ odpovidajici nejkratsimu
intervalu (1,b) nepouZijeme, svitici lampu 1 nechceme prepnout (ovSem
muze se stat podobné jako v predchozim ptipadé, Ze toto svoje rozhodnuti
jesté v budoucnu zménime). Takto upravend tloha mé opé&t FeSeni pravé
tehdy, kdyZ ma feSeni ptivodni tiloha. Diikaz je obdobny jako v pfedchozim
piipadé.

Nyni se muzeme vratit k pivodnimu zadani soutézni ulohy, v némz jsou
na zacatku v8echny lampy zhasnuté. Nagim tkolem neni nalézt feSeni, ale
pouze zjistit, zda néjaké feSeni existuje. Nastavime proto vSechny prvky
pole L na False a podle vySe uvedenych tvah budeme postupovat od
prvni lampy az k posledni, pfi¢emz modifikujeme obsah pole L a zacatky
prislusnych intervali. Pokud se v nékterém kroku dostaneme do situace, ze
upravenda tloha nema feSeni, pak neméa feSeni ani pivodni zadana tloha.
Jestlize tato situace nikde nenastane, pak feSeni tlohy existuje.

Popsany algoritmus provadi postupné N kroka vypocétu pro jednotlivé
lampy. V kazdém kroku musime projit seznam vsech M prepinact a upra-
vit ty z nich, které ovladaji aktualné zpracovavanou lampu. Zkréceni inter-
valu kazdého takového prepinace ma konstantni ¢asovou slozitost, ale jeden
prepinac¢ s nejkrat$im intervalem vyzaduje projit a pfepnout vSechny jim
ovladané lampy, kterych je O(N). Asymptotickou ¢asovou sloZzitost algo-
ritmu proto miZzeme odhadnout jako O(N - (N + M)). Prostorova slozitost
algoritmu je O(N+M), nebot pracujeme se seznamem L délky N (obsahuje
aktualn{ stav jednotlivych lamp) a se seznamem informaci o jednotlivych
prepinacich délky M.
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Ukazkovy program v Pythonu je pfimou implementaci popsaného algo-
ritmu.

n, m= [int(_) for _ in input().split ()]
prep = [] # intervaly prepinacid
for j in range(m):

prep.append ([int (_) for _ in input().split ()])

L = [False| * (n-+1) # priznak zda lampa sviti
ok = True # existence reSeni
for i in range(1l, n+1): # aktualni lampa
b = n+l1 # konec nejkratSiho intervalu se zacatkem i
for j in range(m):
if prep[j][0] == 1 and prep[j][1l] < b:
b = prep[j][1]
if b == n+1: # zadny interval se zalatkem i
ok = L[i]
if not ok: break
else:
if not L[i]: # prepneme lampy od i do b

for k in range(i, b+1):
L[k] = not L[k]

=0
while j < m: # zménime zacatky intervald i -> b+l
if prep[j][0] == i:

prep[j][0] = b+l
if prep[j|[0] > prep[j][1]: # prazdny interval

prep[j] = prep[m—1]
m —
else
j=1
if ok:
print ("Lze")
else:

print ("Nelze")
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