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Clanek je pokracovanim informatickych hadanek publikovanych v pred-
chozich dilech ¢asopisu Matematika—Fyzika—Informatika.

1. Ponozkovy kviz

Hadanka je z oblasti interaktivnich dokazovacich systému. K jejimu vy-
feSeni neni zapotfeby hlubokych znalosti matematiky, postac¢i elementarni
znalost pravdépodobnosti.

Uvazujme osobu A, které je barvoslepa, a osobu B, ktera mé ruznoba-
revné ponozky. Osoba B chce o tom, Ze ma rtiznobarevné ponozky, presvéd-
¢it osobu A. Ta je oviem barvoslepa, a ponozky ji piipadaji stejné. Ukolem
je vymyslet scénaf, ve kterém figuruji jenom A, B a predméty, které maji
lidé béZzné u sebe, ve kterém B muze presvéddit A o riiznobarevnosti svych
ponozek s pravdépodobnosti libovolné se blizici jedné.

Regeni

Bob skute¢né muze presvéddit Alici o rtznobarevnosti svych ponozek
s pravdépodobnosti blizici se jedné. Stac¢i k tomu mince. Bob da ponozky
Alici, Alice drzi kazdou ponozku v jedné ruce. Poté se Bob otoc¢i k Alici
zady tak, aby nevidél na ponozky. Alice si hodi minci a pokud padne
panna, tak ponozky prohodi (tj. ponozku, kterou drzi v levé ruce, si da do
pravé ruky a ponozku z pravé ruky bude drZet levou rukou). Bob se oto¢i
zpét a Alice se jej zeptéa, jestli ponozky prohodila. Pokud jsou ponozky
skute¢né riznobarevné, Bob to pozné s pravdépodobnosti 1. Pokud nejsou
riznobarevné, Bob si pravdépodobnosti 1/2 spravny vysledek tipne. Pied-
chozi pokus lze opakovat, feknéme, ze jsme jej zopakovali n-krat. Pokud
ponoZKky nejsou riznobarevné, je pravdépodobnost, ze Bob odpovi n-krat
spravné pouhym tipovanim 1/2". Napfiklad pro n = 10 uZ je to méné nez
1/1000. Pokud tedy Bob odpovi ve vSech opakovanich spravné, presvedéi
Alici s pravdépodobnosti 1 — 1/2"™.
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2. Velmi zaporné cislo

Mize existovat hodnota, ktera je tak moc zédporna, ze i jeji absolutni
hodnota bude zaporna?Pieformulovana do jazyka C by nase hadanka mohla
vypadat nasledovné.

#include <stdlib.h>

int main() {
int x = /*x 777 x/;
if (abs(x) < 0) {
printf("Kdo by to byl Fekl, Ze?\n");
}
return 0;

3

Otéazka zni, mize existovat néjakd hodnota x, kdy se vykona dané pod-
minka. Pokud ano, jaka hodnota to je?

Regeni

7 matematického pohledu tato otédzka nedavé prili§ smysl, protoze ab-
solutni hodnota né&jakého celého ¢&isla musi byt vzdy nezaporna. Kdyz se
na tuto hadanku podivame ale technickym pohledem, uz to zacne byt za-
jimavéjsi.

V prvni fadé je potieba si uvédomit, ze rozsah ¢&isel, ktera je schopen
pojmout datovy int je omezen. Dale je potfeba si uvédomit, Ze pro re-
prezentaci zapornych hodnot typu int se v soudobych pocitacich pouziva
dvojkovy doplnék. To nam déava, Ze proménné typu int je schopna po-
jmout hodnoty od —2"~! do 2"~ ! —1, kde n odpovida po¢tu biti uréenych
pro typ int, typicky je to 32 bita.

Ted uz by mélo byt zifejmé v ¢em je problém — zapornych &isel, ktera typ
int pojme, je pfesné o jedno vic, nez téch kladnych. Neni proto zptisob,
jak uloZit do proménné typu int absolutni hodnotu &isla —2"~1, nekdy
téZ oznacovanou jako INT_MIN. Pojdme se podivat, jak se tedy s timto
problémem vyporadat.

Jazyk C, resp. specifikace jeho standardni knihovny, si nad timto problé-
mem myje ruce a iika, ze v pfipadé, kdy se vysledek funkce int abs(int)
nevejde do typu int, je vysledek nedefinovan.

Vezmeme-li si pfirozeny zapis funkce int abs(int), ktery lze najit ve
standardni knihovné, dostaneme odpoved na nasi hadanku.
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int abs(int i) {
return (1 < 0 7 -i : 1i);

}

Predame-li jako argument i hodnotu —23! (INT_MIN), dostaneme pro -1i,
diky vlastnostem dvojkového dopliku, opét hodnotu INT_MIN. Proto v
tomto pripadé bude platit (abs(INT_MIN)) < O.

2.1. Jak je to v ostatnich jazycich

Jazyk C je prosluly celou fadou takovych zakouti, ale jak jsou na tom
ostatni jazyky? Nejlépe jsou na tom jazyky, které umi pracovat s &isly
s libovolnou pfesnosti jako jsou Lisp, Scheme nebo Python, tam tento
problém odpada. Jazyk Java se chova stejné jako C, s tim rozdilem, ze
toto podivné chovani je fadné zdokumentované a je soucasti specifikace.
Naproti tomu jazyk C+# nabizi o poznani ¢istéjsi feSeni. Pokud je jako
argument predana hodnota —23!, skoné metoda Math.abs(int) vyjim-
kou OverflowException. To dava docela dobfe smysl, jen programator
musi myslet na to, ze i takto jednoducha funkce miize skoncit vyjimkou.
Reéeni, které nabizi jazyk PHP muze pfinést programatorovi taky nepii-
jemné piekvapeni. Pokud jako argument pFedame hodnotu —2%3 typu int
(na 64bitovém systému), interpretr se s tim vyporada tak, Ze vrati sice
kladnou hodnotu ale jako ¢islo typu float, tj. ¢islo s plovouci fadovou
¢arku. Takze misto skuteéné absolutni hodnoty dostaneme jen jeji aproxi-
maci.

2.2. Pro¢ by nas to mélo zajimat?

Na prvni pohled se mtze zdat, Ze se jedna o okrajovy problém a zaji-
mavou hiicku. V realnych programech miize mit neuvédomeéni si této okra-
jové vlastnosti zasadni disledky, véetné dopadi na bezpe¢nost. Uvazujme
nésledujici kod, ktery pracuje s obrazkem patrné v néjakém omezeném

bufferu.

void process_image(image *img) {
int size = abs(img->width * img->height);
if (size > IMG_MAX_W * IMG_MAX_H) {
ERROR("Image too large");
}
/* .. ox/
}
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Pokud bychom, jako ve vySe zminéném piikladu, zapomnéli na to, ze ab-
solutni hodnota muze byt i zaporna, mohl by tto¢nik vhodné nastavenymi
parametry obejit kontrolu maximéalni velikosti obrazku. Nésledné to vy-
uzit k vyvolani preteceni bufferu a ke spusténi libovolného kédu. Tento
typ bezpecnostniho problému se proto nékdy oznacuje jako I02BO (Inte-
ger Overflow to Buffer Overflow). Pokud by takovy kod byl napiiklad ve
webovém prohlizeci (a to skutecné byl), stacilo by uto¢nikovi, aby se pro-
hlize¢ pokusil oteviit vhodné upraveny obrazek a tto¢nik by mohl spustit
libovolny koéd na vaSem pocitaci.

3. Svoboda za minci

Vézni A a B si zahraji se zalafnikem néasledujici hru. Zalarnik pripravi
Sachovnici o velikosti 8 x 8 poli¢ek. Na kazdé policko umisti minci, nékteré
z minci jsou nahoru orlem, jiné hlavou. Poté zalainik zavol& k Sachovnici
vézné A (vézenr B v ten moment Sachovnici nevidi) a ukaZe na jednu minci
na Sachovnici. Vézen A si poté také jednu minci vybere, obrati ji a odejde.
Potom zavola zalafnik vézné B a pozada ho, aby nagel minci, na kterou
zalarnik ukéazal pred vézném A. Pokud vézen B tuto minci najde, jsou oba
vézni propusténi. Vézni si mohou dopiedu pfipravit strategii, po zahajeni
hry uz ovSem spolu nesmi komunikovat. Existuje strategie, se kterou vézni
vidy zvitézi?

Reseni

Vézen B miiZze poznat, kterou minci zalainik vézni A ukazal, pouze ze
situace na Sachovnici, napiiklad ze seznamu mist, na kterych je mince
oto¢ena hlavou nahoru. Potfebujeme tedy néjakou funkci, ktera mnoziné
takovych mist piifadi misto, které oznacil zalainik. Ulohou vézné A bude
otocit minci na Sachovnici tak, aby funkce vratila spravné misto, vézen B
ji pak spocita. Ve zbytku ¢lanku si ukazeme piiklad takové funkce.

Ocislujme poli¢ka na Sachovnici ¢isly 0 az 63. Kazdé z téchto ¢isel mu-
zeme reprezentovat pomoci fetezce 6 bitid. Dale predpokladejme, Ze na
Sachovnici je n mist s minci oto¢enou hlavou nahoru. Bitové reprezentace
téchto mist oznac¢ime pomoci T; pro i = 1,...,n. Jako J oznac¢ime bitovy
zapis mista, které vybral zalainik, a jako X bitovy zapis mista, na kterém
hra¢ A oto¢i minci. NaSe funkce je prostou @ operaci XOR aplikovanou
po bitech na mista, na kterych je hlava. Hra¢ A tedy musi nalézt hodnotu
X v rovnici

Moo al,)®X =
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Regenim je
X=Moho --oT,) dJ

Pokud je na misté X pred otocenim mince orel, protokol je zfejmé spravné.
Pokud je ovSem na tomto misté pred otofenim mince hlava, mohlo by se
zdat, ze predchozi trik nefunguje. Uvédomime-li si vSak, ze v tomto piipadé
mame X = T; pro néjaké i a navic pro libovolny bitovy fetézec S plati
S @S =0, pak vidime, Ze

J:(Tl@@Tz@@Tn)@TZ
=he--0lielid - &1,
=To.. T, 106Ti1®-- BTy,

a tedy hra¢ B spocita spravnou pozici.

4. Trikrat XOR

Uhodnete, jaky smysl ma vyraz v ,zahadné“ funkci? Vite, pro¢ byste
se mu méli vyhnout? Uvazujme nésledujici kod v jazyce C se zdhadnym
vyrazem na druhém radku. Dokézete uréit, co déla?

void mystery(int x, int y) {
X "=y T=x "=y,
printf("%i %i\n", x, y);
}

Reseni

Nez se dostaneme k samotnému feSeni hadanky, odpovime si na druhou
otazku. Vite, proc¢ byste se mu méli vyhnout?

Vyrazim tohoto typu byste se méli za kazdou cenu vyhnout, protoze
z n&j neni jasné patrné, jaky ma smysl.") Je dilezité mit na paméti, ze s
programem nebude pracovat jen pocitac, ale ¢asto i jini lidé. Nesrozumi-
telny kéd nejenom muze okradat o cenny ¢as, ale miize byt zdrojem chyb,
pokud jiny programéator pochopi vas kod Spatné.

Je dobrym programatorskym zvykem, Ze jeden fadek odpovidé jednomu
kroku vypoctu. Toto pravidlo zvySuje ¢itelnost kodu a usnadinuje pozdéjsi
krokovani vypocétu. V nasem ptipadé je toto pravidlo poruseno hned tii-
krat. PfepiSme si proto vyraz do ekvivalentni posloupnosti t¥i operaci.

DNa druhou stranu, pokud by to bylo zjevné, hadanka by postradala smysl.

Matematika --fyzika --informatika 32 (3) 2023 227



Ko6d vypada o néco jednoduseji, ale stale neni poznat, co je jeho smys-
lem. V kazdém pripadé mizeme uz u tohoto kddu lépe studovat, co déla.

4.1. Krok po kroku

Po provedeni prvniho fadku budou proménné x a y obsahovat hodnoty:

o X ... :I:EBy,2>
e y... .

V druhém kroku se nam zméni hodnota proménné y na (y & (z & y)).
Tento vyraz lze dale zjednodusit. Vime, Ze operace @ je komutativni a aso-
ciativni. Proto muzeme prohodit operandy a nasledné pfesunout zavorky.
Plati tedy y® (z®y) = (zPy) Dy =2 ® (yDy). Protoze ydy = 0, bude
proménnd y obsahovat hodnotu = & 0, coz odpovida piimo hodnoté x. Lze
tedy Tict, ze po druhém kroku budou proménné x a y obsahovat hodnoty:

ex... Dy,

.y X

V poslednim kroku nastavime hodnotu x na (z @ y) ® z. Podobym
postupem (s vyuZzitim komutativity a asociativity) ziskame (z @ y) ® z =
(y@zx)dxr=y@ (x@x). Protoze z ® x = 0, budeme mit v proménné x
ulozenou hodnotu (y @ 0), tedy hodnotu y. Po provedeni v8ech t¥{ operaci
mame v proménnych:

e x...

o y... Z.

Miuzeme tedy fict, ze dany vyraz prohodi obsah dvou proménnych, aniz
by byla potfeba dalsi proménna.

2)Symbolem @ oznadujeme operaci XOR.
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4.2. Pro¢ to (ne)pouzivat

V minulosti podobné triky patiily do vybavy skutecnijch programdtori™,
protoze dokazaly uSetfit cenné byty paméti a patrné i néjaky hodinovy
cyklus procesoru.

Z dnes$niho pohledu takovy koéd lze povazovat za velmi Spatny. Jak jiz
bylo zminéno v ivodu, znepiehlediiuje program a zakryva skuteéné zameéry
programatora.

Co hut, dopad na rychlost bude dnes spiSe negativni nez pozitivni. Mo-
derni procesory jiz nelze chépat jako obvod, ktery postupné nacita jed-
notlivé instrukce z paméti a pak je mechanicky jednu po druhé provadi.
V dnesnich procesorech jsou jednotlivé instrukce nacteny a poté rozlozeny
na tzv. mikroperace, které jsou pak pridéleny odpovidajicim jednotkam
procesoru. I kdyz to tak navenek nevypada, procesor provadi vice mikro-
operaci soubézné a ¢asto i s predstihem.

Do jisté miry by se dalo Tict, Ze procesor obsahuje ,prekladac”, ktery
preklada strojovy kod na jednoduSsi operace a stard se o usporadani in-
strukei tak, aby v8echny jednotky byly co nejlépe vytizeny. Z toho dtivodu
se pocet registril, které procesor nabizi k pouziti a které skuteéné mé, mize
vyznamné lisit. Napftiklad u nejnovéjsich procesori AMD s architekturou
Zen 2 méa programator k dispozici pouze 16 registri (obecné pouzitelnych
celoCiselnych), ale interné CPU vyuziva az 180 fyzickych registrii. V pro-
cesoru pak funguje mapovani jednotlivych registri na registry fyzické.

V kontextu naseho piikladu to znamené, ze pokud mé procesor pro-
vést operaci mov rbx, rax, kterd pfifadi obsah registru rax do rbx, ve
skute¢nosti zadnou operaci provést nemusi a jen interné zméni mapovani
registri, tj. nastavi, Ze registry rax a rbx ukazuji na stejny fyzicky registr.
Proto prohozeni dvou hodnot bé&znym zptisobem

t = a;
a = b;
b =t;

bude na soudobych procesorech rychlejsi nez pouziti t¥i zfetézenych logic-
kych operaci.

Podobné se v minulosti pouzivala konstrukce x ~= x, ktera, jak jsme
uz ukazali, nastavi hodnotu proménné na 0. V minulosti to na nékterych
procesorech mélo mirny efekt. U dnesnich procesorii vyuziti logickych ope-
raci pro vynulovani hodnoty nedava smysl a navic to komplikuje interni
optimalizace. Procesor proto interné takovou operaci automaticky prevadi
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nax = 0.

Zavérem lze Fict, ze pokud neprogramujete v prostiedi, které je zna¢né
omezeno dostupnymi prostfedky, jako jsou pamét a rychlost procesoru,
méli byste se popsanym konstrukcim vyhnout, psat kod co nejsrozumitel-
néjsi a optimalizace nechat na prekladaci a procesoru.

5. Ctvrta moznost ze t¥i

Konstrukce switch-case v jazycich typu C umi byt pékné zaludné.
Zapomenuty nebo Spatné umistény piikaz break potrapil uz nejednoho
programétora a zpisobil nemalé skody.?) V této hadance) se viak zalud-
nost skryva zcela jinde.

Nasledujici kod 1ze z pohledu jazyka C povazovat za validni a lze jej
prelozit. Dokézete urcit, co bude vystupem programu?

#include <stdio.h>
int main() {
int n = 3;
switch (n) {
case 1:
printf("foo\n");
break;
case 2:
printf ("bar\n");
break;
deufalt:
printf ("baz\n");
}

return O;

Pokud vage odpovéd zni, Ze program vypiSe na standardni vystup né-
ktery z uvedenych fetézci, jedna se o odpovéd chybnou. Tento program
totiz nevypiSe nic. Program obsahuje chybu, pfesnéji preklep v klicovém
slové default, a proto pfikaz switch neobsahuje vétev vypoctu, ktera se
provede v piipadé, Zze neexistuje vhodné vétev case. Nabizi se otézka, proc¢

3)http://users.csc.calpoly.edu/jdalbey /SWE/Papers/att_collapse.html
4 Inspirovano http://www.gowrikumar.com/c/index.php
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jde program prelozit. V pripadé jazyka C je onen preklep, tj. deufalt: in-
tepretovan jako navésti pro skok pomoci piikazu goto, a proto je kod
chapan prekladacem jako zcela v poradku.

Na druhou stranu piekladac¢ vas nepfimo miize na tento typ chyby upo-
zornit. Pokud jsou zapnuté upozornéni®, zobrazi informaci, e existuje
navésti, na které nevede zadny piikaz goto, nebo Ze switch nepokryva
v8echny moznosti.

5.1. Nakazena Sachovnice

Predstavme si, Ze na zobecnéné Sachovnici, kterd ma stranu dlouhou n
polic¢ek, se mohou jednotliva policka nakazit virem. Z nakaZzeného policka
virus nikdy nezmizi. Do nenakazeného policka se rozsiii v piipadé, ze ale-
sponn dvé jeho sousedni policka jsou nakazena. UvaZujeme piitom pouze
horizontalni a vertikalni sousedy. Jaky je minimélni pocet policek, ktera
musime na za¢atku nakazit, aby se nakaza rozsitila na celou Sachovnici?
Reseni

Po chvilce experimentovani zjistime, Ze lze najit n policek, ze kterych
se nakaza Uspésné rozsiii. Mizeme vybrat napiiklad diagonalu. Viz nasle-
dujici priklad na Sachovnici se stranou dlouhou 4 policka.

Zbyvé ovérit, ze na zacatku nelze vybrat méné nez n policek. K tomu
postaci nasledujici avaha. Zméifime obvod souvislych nakaZzenych oblasti,
za jednotku zvolime hranu jednoho policka. Podivame-li se na pfedchozi

5)nap¥. prepinaé -Wall v gee
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obrazky, tento obvod je u vSech 4 Sachovnic vzdy 16 hran. To neni nahoda.
Nakazime-li totiz nenakazené policko, obvod nakazené ¢asti se nemuize zvét-
sit. Nakazenim vzdy z obvodu odebereme nejméné dvé hrany (hrany mezi
nenakaZzenym poli¢kem a jeho nakaZenymi sousedy) a pfidame maximalné
dvé hrany (hrany mezi nenakaZenym polickem a jeho nenakaZenymi sou-
sedy). Viz piiklady na nasledujicim obrazku.

1 .

L]

L1 L

I | -

b [p -

Na konci ma nakazena ¢ast obvod 4n hran, na zac¢atku tedy musime
nakazit minimalné n policek.

6. Dé&leni minci

Méame k dispozici herni desku s dostateéné dlouhou fadou poli¢ek uspo-
rfadanych zleva doprava. Do prvniho poli¢ka polozime sloupec minci. Po-
tom opakované provadime nasledujici tahy: vezmeme dvé mince z néjakého
sloupecku, jednu minci zahodime a tu zbyvajici umistime na sloupecek
o jedna vpravo. Toto opakujeme tak dlouho, dokud neméme na desce je-
nom politka obsahujici nejvyse jednu minci. Zajimé nas: a) Zalez{ rozmis-
téni minci na konci hry na tom, v jakém pofadi vybirame sloupecky pro
premisténi minci? b) Kolik poli¢ek pot¥ebujeme, abychom dohrali hru s n
mincemi? ¢) Kolik pFemisténi minci musime ve hie s n mincemi provést?
Reseni

Prifadime polickim na herni desce indexy, jako by to bylo pole. Prvni
policko méa index 0, druhé policko ma index 1 atd. Pomoci b; oznacime
pocet minci, které se na konci hry nachazi na policku 4, a pfedpokladame,
ze k je maximalni index, pro ktery je b; = 1. Napiiklad pron = 5 a
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nésledujici prubéh hry

R LW o
=

o 1

méme bg =1, =0,y =1a k=2

Pro pochopeni hry je klicovy nasledujici postieh: pokud je nékdy v pru-
bé&hu hry na policku ¢ mince, museli jsme v nékterém minulém tahu vzit
dvé mince z policka i — 1, a pokud je i —1 > 0, museli jsme vzit ¢tyfi mince
z poli¢ka i — 2, atd. Abychom na konci hry docilili b; = 1, spotfebujeme k
tomu 2° minci z prvniho policka. Pokud mé byt také b; = 1 (pro j # i),
pak spotiebujeme dalsich 27 minci. Dostavame tak, Ze

n= ZZ:T“
i=0

a bpbg_1 . ..bo je zapis n ve dvojkové soustavé.

Ted muZzeme snadno odpovédét na prvni dvé otazky. Protoze zapis &isla
ve dvojkové soustavé je pro kazdé ¢islo unikatni, na vybéru poli¢ek pro
provedni tahti nezalezi. Pocet poli¢ek, ktera potfebujeme, odpovida délce
zépisu ve dvojkové soustavé a ten je roven |In(n)| + 1.

Abychom nalezli odpovéd na t¥eti otazku, viimnéme si, Ze provedenim
jednoho tahu se zmensi pocet minci na desce o jedna. Provedeme tak
n— Zf:o b; tahti. Suma ve vyrazu je pocet jednicek v zapisu n ve dvojkové
soustavé.
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