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Historie Malfattiho problému

Gianfrancesco (Gian Francesco) Malfatti (1731-1807) byl italsky mate-
matik, ktery od roku 1771 po 30 let pusobil jako profesor matematiky na
Univerzité ve Ferrafe. I poté do konce Zivota se vénoval védecké ¢innosti
v matematice a jejich aplikacich. V roce 1803 se zabyval matematickym
aplikaénim problémem, nazyvanym Malfattiho mramorovy problém (Mal-
fattiho mramorovd optimalizacni wloha) [7]: Z bloku mramoru ve tvaru
trojbokého hranolu se maji vyfezat tfi kruhové valce (obr. 1) tak, aby
ztraty mramoru byly minimalni.
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Pro vyfeSeni této aplikaéni dlohy Malfatti formuloval v roviné kolmé
k osam vélcti odpovidajici planimetrickou tlohu, zvanou Malfattiho pro-
blém (Malfattiho planimetrickd uloha): Do daného trojthelniku se maji
vepsat t¥i nepiekryvajici se kruhy (tzv. Malfattiho kruhy) takové, ze sou-
Cet jejich obsahil je co nejvétsi. Piitom se Malfatti zaroven intuitivné (ale
nespravné) domnival, Ze plati tzv. Malfattiho hypotéza, podle niz je FeSeni
Malfattiho problému ekvivalentni s feSenim planimetrické tlohy: Danému
trojuhelniku vepsat t¥i nepiekryvajici se kruhy takové, Ze kazdy z nich se
dotyka ostatnich dvou kruhii a dvou stran trojuhelniku (obr. 2).

Obr. 2

Regenf planimetrické dlohy v Malfattiho hypotéze se vénovalo mnoho
matematikii po dobu dvou staleti [1]. Z nich se v literatufe nejcastéji cituje
feSeni, jehoZ autorem byl vyznamny Svycarsky matematik Jakob Steiner
[10]. Zajimavé FeSeni odvodil napf. téZ Cesky matematik Vilém Rychlik
(mladsi bratr profesora Karla Rychlika) [9].

Avgak v roce 1930 angli¢ti matematici Hyman Lob a Herbert William
Richmond odvodili, ze Malfattiho hypotéza neplati pro rovnostranné troj-
ahelniky [6] a v roce 1946 americky matematik Howard Eves ukazal, ze
jesté podstatné zifejméjsi je jeji neplatnost pro ,,dlouhé tuzké“ trojihel-
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niky [3]. V roce 1967 americky matematik Michael Goldberg dokéazal, ze
Malfattiho hypotéza dokonce neplati pro Zadné trojuhelniky (libovolného
tvaru) [4]. V letech 1990-1991 dalsi autofi ukazali, Ze jeden z kruhu FeSeni
Malfattiho problému musi byt kruh vepsany danému trojuhelniku. Uplné
feSeni Malfattiho problému odvodil az v roce 1992 rusko-izraelsky matema-
tik Viktor Abramovic Zalgaller (1920-2020) na zakladé podrobné analyzy
moznych piipadi (konfiguraci trojic nepfekryvajicich se kruht v trojahel-
niku) a uziti goniometrickych identit v praci [11], jejimZ spoluautorem byl
ukrajinsky matematik G. A. Los’.

Pozndmka. Historie Malfattiho problému a vyvraceni jeho hypotézy by-
vaji Casto uvadény jako nazorny piiklad toho, Ze pouhd intuice muze vést
k nespravnému matematickému tvrzeni (viz napf. [2, 5]).

V nésledujici hlavni ¢asti naseho ¢lanku uvedeme postup odvozeni go-
niometrickych podminek feseni Malfattiho problému podle [11]. Vyjdeme
pfitom z goniometrického vyjadieni poméru poloméri dvojice teénych
kruht vepsanych do daného ostrého uhlu.

Dvojice te¢nych kruhti vepsanych do ostrého thlu

Necht K1, Ky jsou dva te¢né kruhy s vngjsim dotykem, se stiedy O1, Oq
a poloméry R, r (R > r), jez jsou vepsané do daného ostrého thlu velikosti
2¢ (obr. 3).
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Obr. 3
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Z pravouhlého trojihelniku O102@Q s pravym thlem pii vrcholu @ plyne
vztah

R—7r
o 1
sin g Rrr (1)
a odtud e
—singp
=R—— . 2
" Rl—&—sinap )

Rovnost (2) lze dale upravit uzitim znamého vzorce

2tg ¥
sin p = ,
7 1+tg? €
odkud oro oo
. (1-tg¥$) : (1+tg%)
l—sinp=-——"-">, l+sinp=—"73"+.
1+tg® % 1+tg* %

Po dosazeni do rovnosti (2) nabyva tvaru

(1-tg%)

ResSeni Malfattiho problému
Necht ABC je libovolny ostrothly trojihelnik s vnitinimi thly o veli-
kostech
a<f<n. (4)
Kruznice vepsand trojuhelniku ABC je kruznice, ktera se dotyka vSech

jeho stran. M4 stied v priseciku os vnitinich dhld a jeji polomér je dan
vzorcem

kde pii délkach stran a, b, ¢ trojuhelniku ABC je s = %(a + b+ c) jeho
polovi¢ni obvod a S je jeho obsah, pro ktery plati Herontv vzorec

S =/s(s—a)(s—b)(s—c).

Kruh ohrani¢eny vepsanou kruznici se nazyva kruh vepsany trojihelniku
ABC'. Ze vsech kruht, jez lze umistit do daného trojuhelniku ABC, ma
zFejmé nejvétsi polomér p a odtud plyne:
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Véta 1
Ze vsech kruhu lezicich v trojuhelniku ABC kruh vepsany trojuhelniku
méa maximalni obsah mp?.

Dale uvazujeme rtizné mozné konfigurace (usporadani vzajemné polohy)
dvojic nepiekryvajicich se kruht, jez lezi v trojuhelniku ABC splhujicim
podminky (4). Z rozboru vSech moznych konfiguraci podle [1, 11] plyne:

Véta 2

Ze v8ech moznych konfiguraci dvojic neprekryvajicich se kruhu v troju-
helniku ABC spliwjicim podminky (4) m& maximalni soucet obsaht dvo-
jice tvofend kruhem K; vepsanym trojihelniku ABC a k nému teénym
kruhem Ks (s vngjsim dotykem v bodé Q1) vepsanym trojuhelniku AX;Y7,
kde X1, Y7 jsou pruseciky spole¢né te¢ny kruht Ky, Ky v jejich bodu do-
tyku Q1 s pfimkami AB, AC (obr. 4, 5).

Obr. 4

Stied O; kruhu K; je prusecikem os vnitinich thla trojihelniku ABC
a ma polomér r1 = p dany vzorcem (5), stfed Oy kruhu K je priise¢ikem
osy vnitiniho thlu velikosti o a osy thlu AY;Q1, jeho polomér ro 1ze urdit
uzitim vztahu (2):

1 —sin

T g, kde r, = p. (6)
2

=r—=
11+sin
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Vyuzitim véty 2 a z rozboru moznych konfiguraci tii neprekryvajicich
se kruht v trojuhelniku ABC podle [11] plyne:

Véta 3 (o feseni Malfattiho problému)

Ze vsech moznych konfiguraci trojic nepiekryvajicich se kruha v troju-
helniku ABC' spliiujicim podminky (4) ma maximalni soucet obsahii tro-
jice tvorend kruhy Ky, Ko z véty 2 a te¢nym kruhem Kjs (s vnéjsim dotykem
v bod& Q2) vepsanym trojuhelniku AX5Ys, kde X, Y5 jsou priseéiky spo-
le¢né teény kruhu Ks, Ks v jejich bodu dotyku Q9 s pfimkami AB, AC
(obr. 4), resp. te¢nym kruhem Ky (s vng&jsim dotykem v bodé Q3) vepsa-
nym trojuhelniku BX3Y3, kde X3, Y3 jsou pruseciky spoleéné te¢ny kruhi
Ko, Ky v jejich bodu dotyku Q3 s piimkami BA, BC (obr. 5).

Obr. 5

Uvazujme tedy dva piipady konfiguraci:
V konfiguraci kruht Ky, Ko, K3 (obr. 4) stfed Og kruhu Ks je prusecikem
osy vnitiniho thlu velikosti « a osy thlu AY5Q, jeho polomér 73 lze urcit
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uzitim vztahu (2) a (6). Plati tak

1 —sing :IO(lfsin%)2
1 +sing (1+sin )2

(7)

r3s =T9
V konfiguraci kruht Ky, Ko, K4 (obr. 5) stfed O4 kruhu Ky je prusecikem

osy vnitfniho thlu velikosti 8 a osy uhlu BY3Q3, jeho polomér r,4 lze urcit
uZitim vztaha (2) a (3):

m:ﬁl—sing :p(l—tgg)2 ()
1+sind " (1+tgh)?

Konfigurace kruht Ky, Ko, K3 (obr. 4) je feSenim Malfattiho problému
(tj. soudet jejich obsahti je maximéalni), pravé kdyz v trojuhelniku ABC
spliiujicim podminky (4) je obsah tetného kruhu Ks vé&tsi nebo rovny ob-
sahu te¢ného kruhu Ky, ktery by byl sestrojen v obr. 4 obdobné jako
v obr. 5, a tedy pro jejich poloméry rs, ry plati r3 > ry. Odtud uzi-
tim vztahd (7), (8) pro velikosti ahld «, 5 spliwjici podminky (4) ply-
nou postupné ekvivalentni podminky (nebot § < 90° = sin§ < 1 a
B <450 = tg 2 < 1):

2
(1—s1ng> S 1—tg§
1+sing - 1—|—tg§

(1—sin%) (1+tgf> 2(1+sm <1—tg )
l—sin%—i—tgg—sin%tggZl—i—sm%—tgg—m %tg§7
tg%Zsin%. (9)

Obdobné konfigurace kruht Ky, Ka, K4 (obr. 5) je FeSenim Malfattiho
problému (tj. soudet jejich obsahi je maximalni), pravé kdyZ v trojahelniku
ABC splhujicim podminky (4) je obsah te¢ného kruhu Ky v&tsi nebo rovny
obsahu te¢ného kruhu Kgs, ktery by byl sestrojen v obr. 5 obdobné jako
v obr. 4, a tedy pro jejich poloméry r3, ry plati r3 < ry. Odtud uzitim
vztaht (7), (8) dospivame k ekvivalentnim podminkam

tgg < sin%. (10)
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Véta 4 (o podminkach feseni Malfattiho problému)

Konfigurace kruhu Ky, Ky, K3 z véty 3 je feSenim Malfattiho problému
pro trojihelnik ABC spliwjici podminky (4), pravé kdyz v ném plati pod-
minky (9). Konfigurace kruhii Ky, Ky, K4 z véty 3 je fesenim Malfattiho
problému pro trojuhelnik ABC' spliwjici podminky (4), pravé kdyZ v ném
plati podminky (10). V p¥ipadé platnosti rovnosti v podminkéach (9), (10)
ma Malfattiho problém obé dvé feSeni.

Konstrukéni reseni

Pro trojthelnik ABC' spliiujici podminky (4) a sin§ < tgg je pro-
vedeno konstrukéni feSeni Malfattiho problému v obr. 4, pro trojihelnik
ABC spliwjici podminky (4) a sin § > tg% je na obr. 5. K jeho realizaci
je vhodné vyuziti libovolného dostupného software dynamické geometrie,
napt. GeoGebry.
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