Priklad 8

Je dan konvexni pétithelnik ABCDE s pravymi uhly pii vrcholech B
a E. Dokazte, ze obvod trojuhelniku AC'D neni mensi nez 2 |BE|.
[Navod. Oznatme P, @ stfedy uhlopficek po fadé AC, AD. Ukazte, Ze
délka lomené ¢ary BPQE je rovna poloving obvodu trojuhelniku ACD.|

Priklad 9 (9. geometricka olympiada I. F. Sarygina, 2013)

Je dan konvexni pétithelnik ABCDE s pravymi thly pii vrcholech B
a E, v némz |AB| = |AE| a |BC| = |CD| = |DE|. Necht P je prisecik
jeho thlopticek BD a C'E. Dokazte, 7ze |PA| = |AB|.
Piiklad 10 (XVII. MO juniora — Polsko, 2022, viz [5])

V konvexnim pétithelniku ABCDE s pravym thlem p#i vrcholu D plati
|AC| = |AD| a |BD| = |BE|. Dokazte, ze trojuhelnik ABD a ¢tyfuhelnik
ABCE maji stejny obsah.
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Zajimavé matematické tlohy

Uverejnujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické tlohy,
v niz mj. uvadime zadani dalsi dvojice novych tloh. Jejich feSeni muzete
zaslat nejpozdéji do 15. 6. 2024 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI, 17. lis-
topadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou na emailovou
adresu mf i@upol.cz. Zajimava a originalni reSenf{ dloh radi uvefejnime.
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Uloha 291

Pro trojmistné ¢islo uvazujme tii souciny vsech dvojic ¢islic tohoto ¢isla.
Uréete pocet trojcifernych ¢&isel, v nichz je aspon jeden uvedeny soucin
roven aritmetickému priaméru zbylych dvou soucinti. Jaroslav Zhouf

Uloha 292
Uréete vSechny dvojice (z,y) redlnych &isel, které vyhovuji soustavé
rovnic
sin(x 4+ y) = cos(x — y)
cos(xz +y) = sin(x — y) 3
Jaroslav Svrcek
Déle uvadime Feseni tloh 287 a 288, jejichz zadéani jsme zvefejnili ve
tfetim ¢isle loniského (32.) ro¢niku naseho Gasopisu.

Uloha 287
Je dan pravouhly rovnoramenny trojuhelnik ABC' s pfeponou BC'. Osa
vnitiniho thlu p#i vrcholu B protind vysku AR a odvésnu AC daného
trojuhelniku po fadé v bodech P a Q. Dokazte, ze |CQ| = 2|PR).
Jaroslav Svrcek

B R C

Reseni. Ozna¢me T prisedik kolmice k pFimce BC prochazejici bodem
C s prfimkou BP. Bod R jako pata vysky rovnoramenného trojtuhelniku
ABC je stfedem jeho piepony BC.

Z podobnosti pravouhlych trojuhelnikit BRP a BC'T' se shodnym vniti-
nim thlem u vrcholu B plyne |CT| = 2|PR|. K dikazu rovnosti ze zadani
tak staci ovéfit |CQ| = |CT), tedy Ze trojihelnik QCT je rovnoramenny
se zakladnou QT

V rovnoramenném pravoihlém trojthelniku ABC' jsou velikosti vniti-
nich thli u vrcholi B a C rovny 45°. Jelikoz osa tthlu u vrcholu B tento
thel ptli, je velikost thlu QBC rovna 22,5° a velikost vnéjsiho uhlu CQT
trojuhelniku BC'Q je 45°+22,5° = 67,5°. Z pravothlého trojuhelniku BC'T
plati [BTC| = 180° — |ITBC| — |[T'CB| = 180° — 22,5° — 90° = 67,5°.
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Trojuhelnik QCT je tak rovnoramenny se zakladnou QT, coz jsme chtéli
dokazat.

Jiné feseni. Opét jako v predchozim FeSeni si uvédomime, ze bod R je stie-
dem tisecky BC'. Necht RS je stfedni pFicka trojahelniku BC'Q rovnobézna
se stranou B@. Bod S je stfedem tsecky CQ a k dikazu rovnosti ze zadéni
stadi ovéfit |QS| = 3|CQ| = |PR|. Coz vzhledem k rovnobéznosti tsecek
PQ a RS znamené dokézat, Ze lichobéznik PRSQ je rovnoramenny.

B

Osa thlu ABC o velikosti 45° tento thel piili, z rovnosti stfidavych ahla
QBC a SRC plyne |[XSRC| = 22,5°, tedy |[LSRP| = 90° — 22,5° = 67,5°.
Podobné velikost vnéjsiho tthlu QSR u vrcholu S trojuhelniku RCS je
45° + 22 5° = 67,5°. Tedy lichobéznik PRS(Q) je rovnoramenny, coZ jsme
chtéli dokazat.

Jiné feseni. Pata R vysky k zakladné BC' v rovnoramenném trojuhelniku
ABC je jejim stfedem, bod R tak je stfedem piepony BC' pravothlého
trojuhelniku ABC.

Necht |BR| = |CR| = |AR| = 1, potom z Pythagorovy véty plyne
|AB| = |AC| = v/2 a obsah S trojihelniku ABC je

1 1
S:§|AB|~\AC|:§~\/§~\@:1.

Vyska v rovnoramenném trojuhelniku je soucasné osou jeho vnitiniho
thlu, bod P jako pruse¢ik os vnitinich dhla trojuhelniku ABC tak je
stfedem jeho kruZnice vepsané a PR jejim polomérem. Ze znamého vzorce
pro polomér kruznice trojihelniku vepsané plati

S 1
PR| = = =V2-1.
o s(IAB|+|BC| +[CA])  3(VZ+2+V2)

Osa vnitiniho thlu trojuhelniku déli protéjsi stranu v poméru prilehlych
odvésen, plati tak

V2 _|AB| _ |AQ| _ [AC|-]QC| _ |AC] | V2

2 |BC| |QC|  |QC] 1QC] QC|
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Odtud snadno dopoc¢teme

QC| = 2

N 2(V/2 — 1) = 2|PR),

coz jsme chtéli dokizat.

Pozndmka. Z trojahelniku BPR plyne tg 22,5° = |PR|/|BR| = v2—1. Re-
Sitelé, ktef{ tuto tlohu fesili uzitim pravothlych trojihelniki BPR a AQB,
ziskavali uvedenou hodnotu uzitim vzorca pro goniometrické funkce polo-
vi¢niho argumentu.

Spravna feSeni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Lubomir Hajdanka z Mi-
chalovcu, Anton Hndth z Moravan, FrantiSek Jdchim z Volyné, Piotr Sza-
tan, II LO v Tarnovskych Horach (Polsko), Zuzana Bdrnetovd a David
Schmidt, oba G U Balvanu, Jablonec nad Nisou, Anastasia Bredikhina
a Helena Muchovd, obé GJK, Praha 6, Tereza Cernd, G, Praha 9, Lito-
méficka, Dalibor Englisch, SPSEI, Ostrava, Viktor Gola, MG, SZS a VOS
Vsetin, David Hromddka, G, Praha 6, Nad Aleji, Erik JeZek SSPS a G,
Praha 5, Markéta Kalendovd a Veronika Mensikovd, obé AG, Praha 2, Ko-
runni, Tereza Krejci, Tomd$ Pazourek, Richard Materna, vSichni G Brno,
t¥. Kpt. Jaroge, Terezie Kladivovd, GAJ, Litomysl, Lucian Poljak a Lenka
Poljakovd, oba GJS, Prerov, Jan Sliva, MG, Praha 6, Stépin Varhanik,
GJR Chrudim a Ivan Zemliéka, G, Praha 8, Ustavni.

Uloha 288
Pro nezaporné realna ¢isla x, y uvazujme nerovnost

T+
VIR o5
1+Vx+y
a vyraz V(z,y) = V& + /Y.
a) Najdéte mnozinu M; vSech moznych hodnot vyrazu V pro dvojice ne-
zapornych x, y, které vyhovuji uvedené nerovnosti.
b) Najdéte mnozinu My vSech moZnych hodnot vyrazu V takovych, Ze pro
libovolnou dvojici nezapornych realnych ¢isel z, y, pro kterou V(z,y) €
€ M, plati uvazovana nerovnost. Jin Mazdk

Reseni. Ozna¢me V = V (z,y) a nerovnost ze zadani ekvivalentné upravme
do tvaru, s nimz budeme déle pracovat

1%
—1=\/§+1V—
2v/2 -2 2
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a) Uzitim nerovnosti mezi aritmetickym a kvadratickym primérem méame

1% + 2
5:‘/52\/g§ x;y tedy gvg\/m.

Odtud a z (1) dostavame dale

V2 \@+1V

— V< <
g VSVITYS T

7 nerovnosti mezi prvnim a poslednim ¢lenem snadno dostaneme V' > 2.
Protoze rovnost v nerovnosti mezi aritmetickym a kvadratickym pramé-
rem nastava, pravé kdyz z = y, mize vyraz V nabyt libovolné hodnoty
z mnoZiny M; = (2;400).

-1

b) Pokud y = 0, ma nerovnost (1) tvar

241
ﬁsf; Y

odtud snadno /z > 2(v/2 + 1) a tedy nutné i V' > 2(v/2 + 1). Ukazeme,
ze pokud pro nezaporna realné ¢isla z, y plati V > 2(\/5 + 1), pak plati i
nerovnost (1).

Necht V' > 2(v/2 + 1). Snadnou tpravou dokaZeme, Ze tato nerovnost
je ekvivalentni s nerovnosti

V241

V<
- 2

V-1

Navic plati

VEEy = (Vo + Vi)~ 2VT5 <\ (Vo + V)R = Va Vi = V.
coz s predchazejici nerovnosti dava (1). Tedy My = (2(v/2 + 1); +00).

Spravna FeSeni zaslali Anastasia Bredikhina GJK, Praha 6, Tereza Cernd,
G, Praha 9, Litomséricka, Patrik Cermdk, Novy PORG, Praha 4, David
Hromddka, G, Praha 6, Nad Aleji, Erik Jezek, SSPS a G, Praha 5, Tereza
Krejci, G Brno, t¥. Kpt. Jarose, Jan Sliva, MG, Praha 6 a Patrik Stencel,
MG, Opava.

Netplna feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Markéta Kalendovd a Ve-
ronitka Mensikovd, obé AG Praha 2, Korunni a Terezie Kladivovd, GAJ
Litomysl.

Pavel Calabek
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