Vlastnické vztahy
(Ulohy z MO kategorie P, 47. ¢ast)

PAVEL TOPFER
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

V dnes$nim pokracovani se sezndmime s jednou soutézni tilohou z doma-
ciho kola 44. ro¢niku Matematické olympiady kategorie P (programovani).
Tento roénik olympiady probihal ve kolnim roce 1994/95, tedy pred témér
t¥iceti lety. Zadani ulohy je pomérné kratké a uvedeme ho sice v puvodni
podobé, ale s drobnymi formula¢nimi Gpravami, které prispéji k vyjasnéni
a upfesnéni FeSené tulohy.
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Obcas se stava, ze nékteré spole¢nosti jsou castecnymi vlastniky jinych
spolecnosti, nebot ziskaly ¢ast jejich akcii. Jedna spoleénost muze vlastnit
napiiklad 12 % akcif jiné spole¢nosti. Rekneme, Ze spole¢nost A kontroluje
spolecnost B, pokud

e bud spolecnost A vlastni vice nez 50 % akcii spole¢nosti B,

e nebo spole¢nost A vlastni p procent spole¢nosti B a zaroven kon-
troluje k (k > 1) spolecnosti Cq, ..., Cy takovych, ze C; vlastni
x; procent spolenosti B (pro vSechna ¢, 1 < i < k) a pfitom plati
p+xi+...+ x> 50.

Je zadan celkovy pocet vSech spolecnosti n, jednotlivé spolecnosti si
oznacime ¢isly do 1 do n. Déle je dan seznam trojic celych &isel (4,7, p),
které znamenaji, Ze spole¢nost ¢ vlastni p % spolecnosti j. Plati 1 < ¢ < n,
1<j<mn,1<p<100.

NapiSte program, ktery v co nejkrat$im ¢ase uréi vSechny dvojice (3, j)
takové, ze spole¢nost ¢ kontroluje spolecnost j. Vysledek ve formé seznamu

dvojic (7, 7) usporadejte podle rostouci hodnoty 4.

* ok ok ko ok ok ok ok ok ok ok ok
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Vlastnickou strukturu spole¢nosti si miiZzeme znazornit pomoci oriento-
vaného grafu s ohodnocenymi hranami. Vrcholy tohoto grafu budou pfed-
stavovat spole¢nosti, hrany grafu reprezentuji vlastnické vztahy. Oriento-
vana hrana vedouci v grafu z vrcholu ¢ do vrcholu j s ohodnocenim p
znamena, ze spole¢nost ¢ vlastni p procent spolecnosti j. Seznam trojic
¢isel zadany na vstupu programu je tedy presné vyctem hran uvazovaného
grafu.

Popsany graf muZeme reprezentovat v naSem programu nékterym ze
standardnich zpusobu uloZeni grafu — napiiklad pomoci matice ohodno-
ceni hran nebo pomoci seznamti néslednfkt jednotlivych vrcholi. Pokud
zvolime matici ohodnoceni hran, pak budeme pracovat se ¢tvercovou ma-
tici m, v niz hodnota m[i, j] = p pfedstavuje orientovanou hranu z vrcholu
i do vrcholu j s ohodnocenim p. Znamena tedy, ze spoleCnost ¢ vlastni p
procent spole¢nosti j.

Drtive, nez pfistoupime k vlastnimu fesSeni tlohy, uvédomime si nékolik
dilezitych skutecnosti:

1. Nejjednodussim zptsobem, jak muize spole¢nost A kontrolovat spolec-
nost B, je pfimo vlastnit vice nez 50 % akcii spole¢nosti B. Tomu odpovida
hrana v grafu s ohodnocenim vétsim nez 50.

2. Pokud cizi spole¢nosti vlastni dohromady nejvyse 50 % akcii spo-
le¢nosti B, pak zcela jisté nikdo nemiize kontrolovat spoleénost B. Tato
situace odpovida tomu, Ze soucet ohodnoceni vSech hran vedoucich do
vrcholu B je roven nejvyse 50.

3. Spolecnost B nemusi nikdo kontrolovat, ani kdyz jiné spole¢nosti
vlastni t¥eba i vSechny jeji akcie — to nastane, pokud napiiklad spole¢nosti
Ci, Cq vlastni kazda 50 % akcii spole¢nosti B a pfitom akcie spole¢nosti
Cq, C3 nikdo jiny nevlastni.

4. Ke kontrolovani néjaké spole¢nosti je zapottebi ovladat (pfimo nebo
nepiimo) vice nez polovinu jejich akcif a to muze vZdy nejvyse jedna spo-
le¢nost.

5. V orientovaném grafu znézoriujicim vlastnické vztahy spolecnosti
mohou byt obsazeny cykly — naptiklad spole¢nost A mize byt ¢asteénym
vlastnikem spole¢nosti B, spole¢nost B ¢aste¢nym vlastnikem spoleénosti
C a spolecnost C ¢astecnym vlastnikem spole¢nosti A.

Pojem ,kontrolovat spole¢nost® je definovan rekurzivné, takZe se pfiro-
zené nabizi vyuzit rekurzi i pfi navrhu feSeni. Prvni varianta feSeni bude
proto velmi jednoduché a nazorna.
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Sestrojime rekurzivni funkci kontroluje(i, j), ktera bude presné podle
definice urcovat, zda spole¢nost i kontroluje spole¢nost j. Nejprve snadno
ovéiime platnost podminek podle bodu 1 a 2 z predchoziho odstavce.
Kontrola prvni podminky je pfimocara: jednoduse otestujeme, zda plati
mli, j] > 50. Jestlize ano, funkce rovnou vrati hodnotu True. Také otesto-
vani druhé podminky je jednoduché: pokud soucet ohodnoceni vSech hran,
které vstupuji do vrcholu j, nebude vétsi nez 50, pak je zjevné spravnou od-
povédi False. Jestlize naopak soucet ohodnoceni vSech hran vstupujicich
do vrcholu j pfevySuje hodnotu 50, pak musime ovéfit, zda je mezi nimi
takova skupina hran se sou¢tem ohodnoceni vétsim nez 50, které vychazeji
z vrcholi kontrolovanych vrcholem ¢ (véetné p¥ipadné hrany z vrcholu 4
samotného). To zjistime opakovanym rekurzivnim volanim kontroluje(i, k)
pro vSechny vrcholy k, z nichZ vede hrana do j.

Rekurzivni funkce na urceni, zda spole¢nost 7 kontroluje spole¢nost j,
muze vypadat tfeba takto:

def kontroluje(i, j): # ové&feni, zda "i" kontroluje "j"
if m[i][j] > 50:
return True # pfimé vlastnictvi (hrana > 50)
suma = 0
for k in range(l, n+1):
suma += m[k]|[]]
if suma <= 50:
return False # souéet vS8ech vstupnich hran <= 50

suma = 0
for k in range(l, n+1):
if k == 1 or (m[k][j] > 0 and kontroluje(i, k)):

suma += m[k]|[]]
if suma > 50:
return True
return False

Pravé popsanou funkci kontroluje(i, j) zavolame postupné pro vSechny
dvojice spolecnosti 7, j. Dvojice s kladnou odpovédi ulozime do vysledného
seznamu nebo je ve spravném poradi budeme pfimo vypisovat:

n
m

int (input ("Pofet spoleénosti: "))
[[0] * (n+1) for _ in range(n+1)]

# matice ohodnoceni hran
v = int (input ("Polet vlastnickych vztaha: "))
print ("Vztahy: KDO vlastni KOHO a KOLIK procent")
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for h in range(v):
i, j, p = [int(c) for c in input().split ()]
mli][j] =p

for i in range(l, n+1):
for j in range(l, n+1):
if kontroluje(i, j):
print (i, j) # vysledky: kdo koho kontroluje

Dvourozmérné pole m zde predstavuje matici ohodnoceni jednotlivych
hran a slouZi tedy jako datova reprezentace grafu, ktery zobrazuje vlast-
nické vztahy mezi spoleénostmi. Nulova hodnota m[i][j] znamen4, Ze spo-
le¢nost 7 nevlastni zadny podil ve spolecnosti j, neboli v grafu neexis-
tuje orientovana hrana z vrcholu ¢ do vrcholu j. VSimnéte si, ze acko-
liv. mame n spole¢nosti, matice m je v programu definovana o rozmérech
(n+1)x(n+1). To je ale jenom technicka zaleZitost zpiisobena skutec¢nosti,
Ze vSechny seznamy se v Pythonu (i v mnoha jinych programovacich jazy-
cich) indexuji od 0, zatimco spole¢nosti jsou podle zadani ulohy ocislovany
od 1 do n. Prvky pole m s indexem 0 k ni¢emu nevyuzivame.

Vyse uvedené feSeni vypada na prvni pohled spréavné a celkem ele-
gantné, ale méa jednu dost podstatnou vadu: pro néktera vstupni data
nefunguje spravné. Program dava spravné vysledky tehdy, pokud ve vlast-
nickych vztazich spole¢nosti nejsou zadné cyklické zavislosti, neboli pokud
uvazovany graf neobsahuje zadné orientované cykly. V pfipadé existence
cykla v grafu se ovSem miize stat, Ze se vypocet programu dostane do ne-
kone¢né smycky rekurzivnich volani. MiZete se o tom sami pfesvédcit na
takto jednoduchych vstupnich datech: mame 4 spole¢nosti a mezi nimi 8
vlastnickych vztahi (1 2 30), (2 1 30), (1 4 30), (4 1 30), (3 2 40), (2 3 40),
(3 4 40), (4 3 40). Pro vypocet hodnoty kontroluje(1,2) potfebujeme znat
hodnotu kontroluje(1,3), k jejimu urceni se ovSem zavola kontroluje(1,2),
a tak stale dokola.

Abychom naSe TeSeni opravili, doplnime funkci kontroluje(i,j) o evi-
denci, s jakymi hodnotami parametrt (¢, 7) jsme ji v aktualnim rekurziv-
nim Fetézci volani jiz zavolali. Diky tomu ji se stejnou dvojici hodnot ni-
kdy nebudeme volat opakované, a proto nemiize nastat nekonecné rekurze.
K tomu nam poslouzi globalni seznam z, ktery bude piedstavovat obsah
volaciho zasobniku v pribéhu rekurzivnich volani funkce kontroluje(i, 7).
Na zagatku funkce vlozime do zasobniku dvojici hodnot parametri (7, j)
a pfed ukoncenim funkce tuto dvojici ze zasobniku opét odstranime. Ja-
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kékoliv rekurzivni volani funkce provedeme pouze s takovymi parametry,
které se momentalné nenachazeji v seznamu z. Tim vylou¢ime moznost
nekonecné rekurze, ale zéroven se tim ani nepfipravime o zadné TeSeni
tlohy.

z = |[] # volaci zasobnik
def kontroluje(i, j): # ov&F¥eni, zda "i" kontroluje "j"
if m[i][j] > 50:
return True # primé vlastnictvi (hrana > 50)
suma = 0

for k in range(1l, n+1):
suma += m[k]|[]]
if suma <= 50:
return False # soucCet vSech vstupnich hran <= 50
suma = 0
z.append ((i, j))
for k in range(1l, n+1):
if k == 1 or (m[k]|[[j] > 0 and
(i, k) not in z and kontroluje(i, k)):
suma += m[k][]]
z.pop ()
if suma > 50:
return True
return False

Pouziti volaciho zésobniku z vyfesilo nase problémy s nekoneénym vy-
po¢tem rekurzivnich volani, takto opraveny program jiz dava spravné vy-
sledky pro vSechna vstupni data. Nevyfesilo ale neefektivitu vypoctu, pro
rozsahld a komplikovand vstupni data bude vypocet naSeho programu
velmi pomaly. Béhem vypoé¢tu totiz muze byt funkce kontroluje(i,j) po-
stupné zavolana mnohokrat se stejnymi vstupnimi parametry ¢, j, takze
se budou zbytetné opakované pocitat hodnoty, které jsme jiz nékdy diive
spocitali. Snadno se o tom miuzete presvédéit, kdyz si na dplny zacatek
funkce kontroluje(i, j) doplnite piikaz

print (">>>", i, j)
Ten zpusobi, Ze se pfi kazdém zavolani funkce vypiSe na vystup jeden fa-
dek s informaci, s jakymi hodnotami parametri jsme funkci pravé zavolali.
Zkuste si sami spustit program s takto upravenou funkci tfeba se vstup-
nimi daty, ktera jsme pred chvili pouzili pfi feSeni problému s nekone¢nou
rekurzi.
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Jesté nézornégji uvidite rozsah problému, kdyz pouzijete vstupni data
s 6 spoleCnostmi a 30 vlastnickymi vztahy, kde kazd4a spole¢nost vlastni
20 % akcii v kazdé ze zbyvajicich péti spole¢nosti.

Zminénou neefektivitu odstranime nejlépe tak, ze do programu do-
plnime globélni dvojrozmérnou tabulku ¢, do které si budeme ukladat
viechny jiz spocitané vysledné navratové hodnoty funkce kontroluje(). Ta-
bulku na zacatku vypoctu inicializujeme hodnotami None. Jakmile funkce
kontroluje(i, j) zjisti, zda spole¢nost i kontroluje spole¢nost j, tento vy-
sledek True/False nejen vrati jako svoji navratovou hodnotu, ale zaroven
ho ulozi do tabulky jako hodnotu t[¢][j]. Kdykoliv by funkce kontroluje()
chtéla provést rekurzivni volani s n&jakou dvojici parametru (i, k), nejprve
se podiva do tabulky ¢, zda potfebnou hodnotu jiz nema spocitanou z dii-
v&jska. Pokud ano, rekurzivni volani nebude provadét, ale pouZzije uloZzenou
hodnotu ¢[i][k].

Obdobnou upravu provedeme také v hlavnim programu, rovnéz tam
misto volani funkce kontroluje() pouzijeme hodnotu z tabulky ¢, pokud ji
uz zndme z pfedchoziho vypoctu.

def kontroluje(i, j): # ové&feni, zda "i" kontroluje "j"
if m[i][j] > 50:
t[i][j] = True
return True # primé vlastnictvi (hrana > 50)
suma = 0

for k in range(1l, n+1):
suma += m[k]|[j]
if suma <= 50:
t[i][j] = False
return False # soucet vSech vstupnich hran <= 50

suma = 0
z.append ((i, j))
for k in range(l, n+1):
if k == 1i:
suma +=m[i][]]
continue
if mlk][]
continue
if t[i][k] == True:
suma += m[k]|[]]
continue

= 0 or t[i][k] == False:
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if (i, k) not in z and kontroluje(i, k):
suma += m[k]|[]]
z.pop ()

if suma > 50:

t[i][j] = True
return True
t[i][j] = False

return False

=]
Il

int (input ("Pofet spoleénosti: "))
m= [[0] * (n+1) for _ in range(n+1)]
# matice ohodnoceni hran
| # volaci zéasobnik
[None| # (n+1) for  in range(n+1)]
# tabulka znamych hodnot

2= |
|

v = int (input ("Pocet vlastnickych vztahu: "))
print ("Vztahy: KDO vlastni KOHO a KOLIK procent")
for h in range(v):
i, j, p= [int(c) for c¢ in input().split ()]
m[i][j] =p

for i in range(l, n+1):
for j in range(1l, n+1):
if t[i][j] or (t[i]][j] == None and
kontroluje (i, j)):
print (i, j) # vysledky: kdo koho kontroluje

Popsana tprava prinasi naprosto zasadni dsporu ¢asu. Zatimco pred-
chozi feSeni tlohy mélo v nejhorsim pripadé exponencialni asovou slozitost
vzhledem k poctu spolecnosti n, nyni bude funkce kontroluje() zavolana
pro kazdou dvojici parametri pouze jednou, takze ¢asova slozitost celého
feSent je O(n?).

Doplnéni rekurzivniho feSeni tlohy o pole slouzici k uloZeni jiz spo-
¢itanych hodnot je znaméa programovaci technika, ktera se pro zrychleni
vypoctu bézné pouziva a miizete se s ni setkat i pii feSeni mnoha jinych
uloh.
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