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V ¢lancich [3] a [4], na néZ nas piispévek navazuje, jsou uvedeny (a pii-
klady doplnény) nékteré zajimavé vlastnosti konvexnich (specialné téz pra-
videlnych) pétidhelnikti. V tomto prispévku budou prezentovany na bézi
feSenych tloh méné znamé vlastnosti tzv. tétivovyjch, resp. tecnovijch pé-
tithelnikd, tj. pétithelnikd, jimz lze opsat, resp. vepsat kruznici. Uve-
dené téma neni obsahem zakladniho u¢iva geometrie na nasich zédkladnich
a stfednich Skolach, presto je tato problematika pomérné frekventované
v riznych matematickych soutézich pro zaky SS i ZS. Clének je urcen pie-
dev8im tém ucitelim, ktefi pracuji s matematicky nadanymi zaky, a také
dalsim zdjemctm o uvedenou problematiku.
te¢novych ¢tyrihelnikt. Prezentované tlohy popisuji jisté netrividlni vlast-
nosti téchto specialnich pétithelniki. V jejich feSenich pritom podstatnym
zpusobem vyuZivame (ze $kolské matematiky znameé) vlastnosti tétivovych
a te¢novych ¢tyfiahelnika.

Tétivové pétithelniky

Priklad 1 (XV. Matematicky Duel, 2007, B-1-3, J. Svréek, viz [2])

Je dén konvexni pétithelnik ABCDFE se shodnymi vnitinimi thly pii
vrcholech C, D a E, v némz |BC| = |DE| a |CD| = |EA|. Dokazte, ze
tento pétithelnik je tétivovy.

Resent. Ze zadani plyne, Ze trojihelniky ADE, CED a DBC jsou shodné
(podle véty sus). Trojuhelniky ADE, CED maji shodné vysky z vrchola
A a C ke strané DFE (obr. 1). Odtud plyne AC || DE, a tedy ACDE je
rovnoramenny lichobé&znik se zakladnami AC' a DE. Podobné ukazeme, ze
také EBCD je rovnoramenny lichobéznik se zakladnami EB a C'D. Oba
uvedené lichobézniky jsou pfitom tétivové. Vzhledem k tomu, ze vrcholy
C, D, E daného pétithelniku lezi na téZe kruznici (opsané trojihelniku
CDE), jsou obé kruznice opsané rovnoramennym lichob&znikim ACDE
a EBCD identické, a tudiz i vrcholy A, B lezi na této kruznici.
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Obr. 1

Zdvér. Dany pétithelnik ABCDE je tedy t&tivovy, coZ jsme chtéli dokézat.

Priklad 2

Je déan tétivovy pétithelnik ABCDE, v némz |AB| = |BC|. Oznatme
K priusecik jeho uhlopficek AD a BE. Déale necht L znaéi prisecik jeho
ahlopricek BD a C'E. Dokazte, ze pfimky KL a AC jsou rovnobézné.

Reseni. Protoze podle zadani plati |AB| = |BC|, jsou ptimky BD, BE
osami vnitinich uhla po fadé pii vrcholech D, E v trojuhelnicich ACD,
ACE.

Vzhledem k tomu, ze ABCDE je tétivovy pétiuhelnik, plati
|[XADC| = |XAEC]| (obr. 2), a tedy

<t BDC| = |t ADB| = |4 AEB| = |t BEC|.

Ctytthelntk KLDE je tedy tétivovy, a plati tudiz
X LKD| = |XLED|=|XCED| = |xCAD|.

Uhly LKD a CAD jsou tedy souhlasné, a proto jsou piimky KL a AC
rovnobézné.
Tim je dikaz uzavien.
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Priklad 3 (Kanadska MO, 2018)

Je déan tétivovy pétithelnik ABCDE, v némz |DE| = |AE|. Necht P
znadi prisecik jeho thlopiicek AC' a BD. Déle necht @ je bod na polo-
pfimce opaéné k AB, kde |AQ| = |PD|, a R je bod na polopfimce opa¢né
k DC, kde |DR| = |PA|. Dokaizte, ze pfimky PE a QR jsou navzajem
kolmé.

Obr. 3
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Regend. Ze zadani je patrné, ze | BAC| = |« BDC|. Navic plati
[XQAP| = |QAC| = |XRDB| = |XRDP].

Trojuhelniky APQ a DRP jsou tedy shodné (sus), proto |PR| = |PQ)|.
Bod P tak lezi na ose tsecky RQ.
7 t&tivového ¢tyfihelniku ACDE plyne

<k CAE| = |4 PAE| = |« RDE|,

tudiz trojuhelniky PAE a RDE jsou shodné (sus), a tedy |PE| = |RE].
Analogicky ukazeme, ze i trojuhelniky PDFE a QAFE jsou shodné, proto
také |PE| = |QE|. Bod E je tak stfedem kruZnice opsané trojahelniku
PRQ, a lezi proto rovnéz (kromé bodu P # E) na ose tsecky RQ.
Tim jsme dokézali, ze PE 1 RQ.

Tecnové pétithelniky

Priklad 4
V kazdém tecnovém pétithelniku existuji tii jeho strany, z nichz lze
sestrojit trojihelnik. Dokazte.

A

Obr. 4
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Resent. Necht bez Gjmy na obecnosti je AB nejdelsi stranou te¢nového
pétithelniku ABCDE. Dotykové body kruZnice jemu vepsané se stranami
AB, BC, AFE oznafme po tadé P, @, R. Ze shodnosti tuseki AP a AR,
resp. BP a BQ), viz obr. 4, plyne

|AB| = |AP| + |BP| = |AR| + |BQ| < |AE| + |BC|.

Tato nerovnost je vzhledem k podminkam |AB| > |BC| a |AB| > |AE)|
nutnou a postacuji podminkou pro existenci trojihelniku o stranéch délek
|AB|, |AE| a |BC]|, coZ jsme chtéli dokazat.

Priklad 5 (44. Turnaj mést, 2022,/2023, podzimni ¢ast)

Je dan tecnovy pétithelnik ABCDE, jehoz vnitini ahly pfi vrcholech
A, C, E maji velikost 100°. Urcete velikost uhlu ACFE.

Reseni. Oznatme K , L, M, N, P dotykové body kruznice vepsané danému
pétithelniku ABCDE po fadé s jeho stranami AB, BC, CD, DE, EA
(obr. 5).

Obr. 5

Ze shodnosti vnitinich ahli p¥i vrcholech A, C' a E plynou pro tuseky,
které vytinaji tyto vrcholy daného pétituhelniku a dotykové body kruznice
jemu vepsané, nasledujici rovnosti

|AK| =|AP|=|EP|=|EN|=|CL| = |CM|.
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Dale téz plati |[BK| = |BL| a |DM| = |DN|. Odtud plyne, Ze oba trojihel-
niky ABC a CDE jsou rovnoramenné se zékladnami po fadé AC a CE a
pricky KL a M N v téchto trojihelnicich jsou navic rovnobézné se zaklad-
nami AC a C'E rovnoramennych trojuhelniki ABC a CDE. Pfimky, na
nichz lezi vysky z hlavnich vrcholi v obou téchto trojuhelnicich, jsou tedy
osami vnitfnich thlt p#i vrcholech B a D, a protinaji se tak v bodé I, ktery
je stfedem kruznice vepsané danému pétithelniku ABCDE. Soucasné viak
jsou tyto pfimky osami stran AC a C'E v trojihelniku ACFE, takze jejich
prisecik I je souCasné stiedem kruznice opsané tomuto trojihelniku, pfi-
¢emz osa strany AF také prochéazi timto bodem.

Primky AI a ET jsou navic osami shodnych vnitinich ahld pfi vrcho-
lech A a E v daném pétithelniku, nebot &tyfi pravouhlé trojuhelniky
AKI, API, PEI a NEI jsou podle véty sus navzajem shodné. Pro-
toze |XBAE| = |[XAED| = 100°, maji oba (shodné) pravouhlé troj-
thelniky API a EPI shodné také vnitini thly pfi vrcholu I velikosti
90° — 3 - 100° = 90° — 50° = 40°.

Velikost stfedového tthlu AIE v trojihelniku ACE je tedy 2-40° = 80°.
Odpovidajici obvodovy thel ACE mé proto poloviéni velikost, plati tedy
|XACE| = 40°.

Jiné fesent (podle Lenky Poljakové z G Jakuba Skody v Prerové). Protoze
soucet velikosti vnitinich dhlid v daném konvexnim pétithelniku je roven
540°, viz napt. [3], disledek véty 1, plati

|X ABC| + |[<CDE| = 540° — 3 - 100° = 240°.

Ozna¢me f velikost vnitfniho dhlu pfi vrcholu B v daném pétithelniku
ABCDE, tj. [XABC| = B. Pak |[QCDE| = 240° — 8 < 180°, odkud
180° > 8 > 60°. Z obr. 5 dale vidime, Ze v rovnoramennych trojihelnicich
ABC a CDE plati

4 BAC| = |4 BCA| = 90° — g (1)
a
X DEC| = |4 DCE| = § _ 30°, @)

Pro velikost vnitiniho thlu pii vrcholu C' v tomto pétithelniku tedy plati

100° = [« BCD| = |4 BCA| + |X ACE| + |« DCE|.
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Uzitim vztaht (1) a (2) odtud pfimo obdrzime

[t ACE| = 100° — |« BCA| — |4 DCE| =

= 100° — (900 - g) - (g - 30°) — 40°.

...a jesté tri ulohy navic

Piiklad 6 (Kazasska MO, 2014,/2015)

Je dan tétivovy pétithelnik ABCDE, v némz [ CAD| = 50°. Urcete
soucet velikosti jeho vnitinich @hla pfi vrcholech B a E.
[Hledany soucet velikosti obou ahla je 230°. Ndvod: VyuZijte vztahy pro
soucty velikosti protilehlych dhli v tétivovych ¢tyftahelnicich ABCD a
ACDE!]

Priklad 7 (viz [1])
Je dan pravidelny pétithelnik ABCDE. Ozna¢me P libovolny bod krat-
§tho oblouku AB kruZnice opsané danému pétithelniku. DokaZte, Ze plati

|AP| + |BP| + |DP| = |CP| + |EP|.

[VyuZijte Ptolemaiovu vétu pro tétivové ¢tyituhelniky APBC, APBD a
APBE.]
Priklad 8 (18. ro¢nik MO (1968/69), C-1I-1)

Dokazte, Zze v kazdém tecnovém pétithelniku s celo¢iselnymi délkami
stran a obvodem, kterym je sudé ¢&islo, maji také délky vSech tsecek na
jeho stranéch, jejimiz krajnimi body jsou vrcholy a dotykové body kruznice
jemu vepsané, rovnéz celoCiselné velikosti.
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