Obsahy rovinnych utvart

MARTINA SKORPILOVA
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

Napln{ ¢lanku jsou konkrétni priklady na vypocty obsahti rovinnych ob-
razcu slozenych z nékolika jednodusSich geometrickych atvard. Ve vyuce
muzeme tyto tlohy pouzit napiiklad jako dopliwujici aktivity pro rychleji
pocitajici zaky ¢&i jako priklady pro zpestfeni hodin rtznych matematic-
kych seminéri.

Problematika obsahu (a také obvodu) zakladnich rovinnych geometric-
kych utvart je zpracovana napiiklad ve stiedogkolské ucebnici [1].

Obrazce znazornéné na nize uvedenych obr. 1 a 2 jsou dostupné rovnéz
mezi soubory umisténymi na webové strance [2], a to v takové podobég,
aby je mohli ucitelé bez jakychkoliv aprav pouzit (v tisténé ¢i elektronické
verzi) ve svych hodinéch.

Obsah obrazce je v kazdém z piikladd znacen S. Jednotlivé utvary,
z nichZ se obrazec skladé, jsou na obrézcich oznaceny prirozenymi &isly.
Obsah i-tého utvaru je oznacen S;. Dolni index ¢ je pouzit i u vSech dalsich
znaceni prislusejicich -tému tutvaru.

Obrézky jsou zakresleny ve Ctvercovych sitich, délka strany jednoho
¢tverecku je zfejmé z ilustraci.

V prikladech nejsou uvedeny jednotky; pfi vyuce je vSak samoziejmé
mozné stanovit, s jakymi jednotkami maji zéci pocitat. Stiedy vSech zkon-
struovanych kruznic ¢i kruznicovych oblouki jsou v obrézcich vyznaceny
kif7ky.

Priklad 1
Urcete obsah obrazce znazornéného na obr. 1.

Resent. Obrazek kocky se sklada z deviti atvari.
Protoze utvarem ¢islo 1 (a rovnéz utvarem ¢islo 2) je pilkruh o poloméru
ry = 1,5, je
7r? _ 1,57

S1=8=—=—"—"—=1,1257.
1 2 B 9 > ™
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Obr. 1
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Utvarem &islo 3 (a rovnéz ttvarem &islo 4) je lichobéznik o zakladnach

az =1, b3 = 2 a vysce vz = 8. Tudiz
S =Sy = (a3+bg)1}3 _ (1—|—2)-8 _ 19
2 2

Na utvar ¢islo 5 1ze nahlizet jako na rozdil dvou mnozin boda v roviné
(dvou rovinnych obrazci). Vétsi z nich lze sloZit ze dvou shodnych pil-
kruhti o poloméru r5 = 3,5 a obdélniku o stranach délek a5 = 4 a by = 7.
Mensi z nich je sjednocenim dvou shodnych pilkruhi o poloméru ps = 1
a trojuhelniku, jehoZ jedna strana ma délku c5 = 2 a vyska k této strané
je vs = 1. Proto

c5v
S5 = mr2 + asbs — (7Tp§—|- 525) =

21
= (35" —1%) w447 = =27+ 11,25m.

Jelikoz ttvarem ¢islo 6 (a rovnéz atvarem ¢islo 7) je trojuhelnik, jehoz
jedna strana ma délku ag = 3 a piislusna vyska je vg = 2, plati

Utvar ¢islo 8 lze slozit z lichob&zniku o zékladnach ag = 6, bg = 10
a vysce vg = 5, dale z obdélniku o stranich délek by = 10 a cg = 4 a
z pilkruhu o poloméru rg = 5. Z toho plyne, zZe
ag +bg)v e
S’szw—&-bscsﬁ-i{g:
2 2
6+10)-5 52
6105 g T g0t 125
2 2
Utvar ¢islo 9 lze slozit z ¢asti dvou mezikruzi a z pulkruhu. Hrani¢ni
kruznicové oblouky ¢asti prvniho mezikruzi maji poloméry Rg = 3, rg = 2
a prislusny stfedovy thel mé velikost 90°. Hrani¢ni kruznicové oblouky
¢asti druhého mezikruzi maji poloméry Py = 5, pg = 4 a prislusny stfedovy
thel ma velikost 300°. Pilkruh ma polomér g9 = 0,5. Proto

90 300 mq2
59:%-(wRS—wr%)—F%-(ng—ﬂpg)—FTg =
T a2 o2y, 9T o o 0,5%r  Tlm
=7 (B =2)+ 5 (5" - 4%) + —5— = - = 88T5m.
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Obsah S vybarvené plochy na obr. 1 je tudiz
9

S=> 8 =1,125m + 1,1257 + 12 + 12 + 27 + 11,257 +
=1 4343480+ 12,57 + 8,8751 = 137 + 34,8757 = 246.6.

Priklad 2
Urcete obsah obrazce znazornéného na obr. 2.

Resent. Obrézek motorky se sklada z deseti utvari.

Utvarem ¢islo 1 je ¢ast mezikruzi ohrani¢eného kruznicovymi oblouky
o polomérech Ry = 30 a r; = 25. Jelikoz oblouky piislusi ahlu o veli-
kosti 72°, je

72 T
Si=g55 (mR} —7r}) = £ (30* — 25%) = 557

Utvarem ¢islo 2 je mezikruzi, které je ohrani¢ené kruznicemi o polomé-

rech Ry = 20 a ro = 15. Proto

Sy =mR3 — wry = m (20° — 15%) = 1757,

Utvarem &islo 3 je obdélnik, jehoz strany maji délky as = 25 a by = 5.
Tedy
S3 = azbs = 25-5 = 125.

Utvarem &islo 4 je pétithelnik, ktery mizeme rozdélit horizontalni tisec-
kou vedenou jeho levym dolnim vrcholem (v pifslusné étvercové siti jim
prochazi vertikalni ¢ara oznacena 60) na trojuhelnik a lichob&Zznik. Jedna
ze stran trojihelniku ma délku ay = 45 a pfislusnou vysku vy = 5,
lichobéznik ma zékladny ay = 45, by = 75 a vysku wy = 30. Z toho
vyplyva, Ze

aqvy  (ag+by)wy 45-5  (45+75)-30 3825
Sa= T 2 ~ 2 7 2 T2

Jelikoz utvar ¢islo 5 je shodny s utvarem ¢&islo 2, je

S5 = SQ = 1757.

Utvarem &islo 6 je ¢ast mezikruzi. ProtoZe jeho hranici tvoii kruzni-
cové oblouky o polomérech Rg = 30, r¢ = 25 a dale usecky, které lezi na
ramenech thlu o velikosti 60°, plati

60

56 = 360

s 275w
- (nRE —mrg) = 5 (30 — 25%) = 5
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Utvar ¢slo 7 je slozen z obdélniku, jehoz strany maji délky a7 = 5,
b7 = 10, a z pulkuhu o poloméru r7 = 5. Tudiz
r2 2
5T 257r
Sr=amby+ 27 —5.10+ 2" =50+ 28
7 a707 + 9 + 9 + 9
Utvar ¢islo 8 se sklada ze ¢tverce, jehoz strana ma délku ag = 5, ze
¢tvrtkruhu o poloméru rg = 5 a rovnobézniku o strané bg = 5 a piislusné
vysce vg = 25. Odtud plyne

5% 25
Sy =ai+ 2 S 4 b vg =57+ 254525 = 150+ .

Utvar ¢&islo 9 je kruhova tseé, u niz nezname ani polomér rg, ani veli-
kost prislusného stfedového thlu a. Oba tidaje uréime pomoci pravotuhlého
trojihelniku AC'D vyznaceného na obr. 3. Polomér rg vypocitdme pomoci
Pythagorovy véty jakozto délku pfepony trojuhelniku:

rg = 10% +25%,
T9 = vV 725.

// \\
/ 9 N\
AT ﬁ‘D B
Ty ~ 2 7
C
60 70 80 90 100 110 120
Obr. 3

K vyjadreni velikosti thlu « vyuZijeme funkci tangens:

2 arct 2
a = 2arctg —.
10

Proto
o = 136,4°.
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Obsah kruhové usece je roven rozdilu obsahu kruhové vyseée o poloméru
rg = \/725 a piislusném stiedovém thlu o velikosti o = 136,4° a obsahu
trojuhelniku ACB, jehoZ jedna ze stran méa délku ag = |AB| = 50 a vysku
k této strané vg = 10. Tedy

_ @, agug . 1364 . 50-10 _ 9889
360 % 2 360 2 36

So — 250.

Utvar ¢islo 10 lze slozit ze dvou shodnych pilkruhii o poloméru rig = 5
a z obdélniku, jehoZ strany maji délky a9 = 25, byg = 10. Tudiz

WT%O

Sio=2- + ajobip = 527 + 25 - 10 = 257 + 250.

Obsah obrazce znazorfiujictho motorku je proto

3825 275

i557‘r—|—1757‘(+125—|—?+1757(+Tﬁ+50+
2 2
BT 1504+ 20T L BT o 4 95 4250 =
2 1 36
122147 4475
=430 -
T

= 769,31 4 2237,5 = 4654,3.

Priklady lze samoziejmé modifikovat tak, ze zakim zadadme za tkol
urc¢it obvody jednotlivych ttvart, z nichz jsou obrazce sloZeny.
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