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Poznatek, Ze se kolmice z vrchola trojihelniku k protilehlym stranam,
tj. pfimky, na nichz lezi vysky, protinaji v jednom bodé zvaném prisecik
vySek neboli ortocentrum, patii do uciva zakladni Skoly. Seznamime se zde
s jeho historif a nékterymi disledky.

Vétu o ortocentru znal jiz Archimédés, uzil ji napiiklad p¥i dukazu
tvrzeni 5 z Knihy lemmat [1, s. 305-306]. Pravdépodobné ji i dokazal v né-
které z jeho ztracenych praci. Déle vétu zminuji Pappus, Proklos, Regio-
montanus a dali. AvSak az do 17. stoleti bez ditkazu, nebo s nekorektnim
zdtivodnénim.

Nejstarsi znamy dikaz [4, s. 454] byl nalezen v nepublikovaném New-
tonové manuskriptu z roku 1680. Stoji za to se s nim (v upravené forme)
seznamit:

Necht je dan trojuhelnik ABC' s prise¢ikem V vysek AP a C'R. Pted-
pokladejme nejprve, ze je ostrouhly, obr. 1 vlevo. étyfﬁhelnik PVRB je

Obr. 1 K Newtonové dikazu s rozlisenim dvou moZnych situaci

Analogicky lze ovéfit, Ze je rovnost |[X AVR| = | CBR)| splnéna, i kdyz
je uhel ABC tupy (obr. 1 vpravo). Pravouhlé trojihelniky AVR a CBR
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jsou v obou situacich podobné a plati

|RV| |RA]
VAR| = | BCR _—= . 1
[« =l | |RB| |RC| (1)
Odtud |RA| - |RB|
v = ol 2
V1= rey ®

Analogickym postupem pro vysky BQ a CR s prisec¢ikem V' nalezneme
pro délku usecky RV’ stejny vyraz. Je tedy V' = V.

Z Newtonova postupu plynou dalsi poznatky. Jestlize prusecik prfimky
VR s kruznici k opsanou trojihelniku ABC oznaéime F (F # C, obr. 2),
pak pomoci mocnosti bodu R ke kruZnici k a vztahu (2) dostavame

|RA| - |RB|

| =

= [RV]

a odtud uZzite¢nou vétu 1.

Obr. 2 Vrcholy A, B a C' lezi ve stfedech oblouka EF, FD a DE

Véta 1
Obrazy ortocentra v osovych soumérnostech podle stran trojiuhelniku
lezi na kruznici trojihelniku opsané.

Disledek 1
Kruznice opsané trojuhelnikim ABC, ABV, BCV a ACYV jsou shodné.
(Z¥ejmé z osovych soumérnosti podle stran trojiuhelniku ABC'.)
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Disledek 2

Pii oznaceni podle obr. 2 lezi vrcholy A, B a C po fadé ve stfedech
oblouki EF, FD a DFE kruznice k, nebot shodnym obvodovym uhlim
pfislusi shodné oblouky.

Vratme se jesté k ditkaztim vty o ortocentru. Anglickda Wikipedie i
jiné zdroje uvadi, ze prvni dikaz véty o ortocentru podal roku 1749 brit-
sky geodet W. Chapple (69 let po Newtonovi). Dalo by se to povaZovat
za nejstarsi znamy publikovany dikaz, kdyby to dikaz byl. Podivejme
se na jeho postup ze stranek https://www.cut-the-knot.org/triangle/
Chapple.shtml.

A R B

Obr. 3 K Chappleovu ,dtkazu, 180° je soucet thlt vyznacenych napravo

Chapple vychazel z trojihelniku ABV na obr. 3 vlevo, znaéeni upra-
veno. Paty kolmic z vrcholi B, A na pfimky AV, BV oznadil P, @ a
priiseciky kolmice RV na stranu AB s pfimkami BP a AQ oznacil C’ a
C. Zbyvalo dokazat, ze C' = C.

Naznaéil ur¢ovani velikosti dalsich thlt na obrazku pomoci veli¢in u
a y. A pak prohlasil, Ze nakonec pro soucet velikosti tthli pfi vrcholech A,
B, C" a C vyjde 180° (coZ je zifejmé i bez vypoctl, viz obr. 3 vpravo) a
podle véty .37 z Eukleidovych Zaklada') plati ¢’ = C.

Véta o ortocentru se pii vyuce obvykle dokazuje podle Gausse, a to bud
s vyuzitim stejnolehlosti ([3, s. 169-170]) nebo dopliiovanim trojahelniku
ABC na rovnobézniky ABKC, BCLA, CAMB, obr. 4. Vysky z vrchola
A, B a C jsou pak totoZné s osami stran trojihelniku K LM, o nichz jiz
zéci védi, Ze se protinaji ve stfedu kruznice opsané trojiuhelniku K LM.

Do tfetice uvedme jesté jeden diikaz existence ortocentra. Vyuziva vétu
o obvodovych thlech.

DVeta 1.37 tvrdi, e trojihelniky se spole¢nou zakladnou a t¥etim vrcholem na rov-
nobézce s ni maji stejné obsahy. S Chappleovym zavérem nesouvisi.
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Obr. 4 Gaussiiv dikaz existence ortocentra

V trojuhelniku ABC ozna¢me V prusecik vysek AP a BQ, a R prusec¢ik
piimek AB, CV (obr. 5). Staci dokazat, Ze je thel ARC pravy.

A M R B
Obr. 5 Diikaz véty o ortocentru metodou pomocnych kruznic
Jsou-li m a n Thaletovy kruZnice s praméry AB a CV, pak
[ ABQ| = |4 APQ| = |4 VPQ| = |4V CQ| = |4 RCA].
Trojuhelniky CAR a BAQ jsou podobné, nebot se shoduji v tuhlech pii
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vrcholech B, C a spoleéném uhlu BAC. Odtud
X ARC| =[x AQB]| = 90°.

Priklad 1
Jsou dany body T" a V' uvnitf poloroviny s hrani¢ni ptimkou p. Sestrojte

bod V ortocentrem.

Obr. 6 Obrazek k pfikladu 1

Resent. Trojihelnik oznaéme ABC tak, aby B,C € p, obr. 6. Je-li AS,
téZnice trojuhelniku, pak

ITA| = 2|TS,|.

Vime, ze S, € p. Bod A tedy leZi na obrazu p’ pfimky p ve stejnolehlosti
se stfedem T a koeficientem —2. Zaroven lezi i na kolmici ¢ z bodu V
k pfimce p.

Bod D soumérné sdruzeny s ortocentrem podle pfimky p lezi na kruznici
k trojuhelniku opsané (véta 1). Jeji stfed O je prisecikem osy o4p tsecky
AD a osy o, strany BC. Osa o, je dédna piimkou p a prisecikem S, pfimek
AT ap.
Konstrukce. Postupné sestrojime pfimky p’, ¢, jejich prinik A, priisecik
S, primky p s pfimkou AT a obraz D bodu V' v symetrii podle p. Déle

osu 04p a piimku o, (kolmici na pfimku p v bodé S,). St¥ed O kruznice
k je prunikem piimek o, a oap, {B,C} =pNk(O;|0A)).
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Upravu konstrukee pro situaci p L TV nebo T = V, ovéfeni jeji sprav-
nosti i zdavodnéni faktu, Ze méa tloha vzdy pravé jedno fesSeni, ponecha-
vame Ctenari.

Piiklad 2
Je dan pravouhly trojuhelnik ABC' s preponou AB. Ozna¢me R patu

jeho vysky z vrcholu C a I, I stfedy kruznic vepsanych trojuhelnikim
ARC a BRC'. Dokaite, Ze je pfimka I;I5 kolméa k ose thlu ACB.

Resend. Je ziejmé z obr. 7, kde I je stfed kruznice vepsané trojuhelniku
ABC, M € AINCI, a N € BINCI.

Obr. 7 Reseni prikladu 2

Trojuhelniky ABC, ACR a CBR jsou navzajem podobné. Odtud a
z vlastnosti os ihli dostavame

X I,CB| = |& RCIL| = |<CAI| = %

a

IXI,CR| = |4 ACL,| = |« CBI| = g
Plati téz

45° = % + g = |KCL M| = |4 CL,N|

(vngjsi ahly trojuhelnika CAI; a CBIs). Navic je
[ [,CM| = |& ,ON| = 45°,

a tak jsou trojuhelniky CIyM a CI;N rovnoramenné a pravouhlé. Pri-
setik I jejich odvésen I1 M a I3N je ortocentrem trojuhelniku CIi15. Je
tedy CI L 11[2.

Matematika — fyzika — informatika 33 (2) 2024 105



Metoda, kterou jsme pouzili v poslednim ditkazu véty o ortocentru, se
nazyva metoda pomocnijch kruznic. Vyuzijeme ji nyni pii feSeni piikladu 3.

Priklad 3

Na strané BC ¢tverce ABCD je zvolen bod K a na strané C'D bod L
tak, ze plati |t KAL| = 45°. Uhlopiicka BD protina tsecku AK v bodé M
a tseCku AL v bodé N. Urlete pomér obsaht trojahelnika AKL a AMN.

Obr. 8 Obrazek k ptikladu 3

Resent. Opisme trojuhelniku AML kruznici k. Uhlopiicky étverce pili
jeho tuhly, a tak
|X MDL| = 45° = |t MAL|.
To znamena, ze D € ky a a pro tétivovy ¢tyfuhelnik AMLD plati
|x AML| = 180° — | ADL| = 90°.

Analogicky pro kruznici opsanou trojuhelniku ANK zjistime, Ze je pravy
i thel ANK. Usecky LM a KN jsou tedy vysky trojuhelniku AKL a
v tétivovém ¢tyiahelntku KLNM jsou vnéjsi thly shodné s protilehlymi
vnitinimi. Odtud |[XANM| = |XAKL| a |[XAMN| = | ALK]|.

Trojuhelniky AMN a ALK jsou podobné, pomér jejich podobnosti je

AL 1
K= ||A]\/[|| = i = V2 (pravouhly trojahelnik ALM).

Pomér obsahtl uréuje hodnota x2, Saxr : Samn =2: 1.

Na zavér uvadime nékolik tloh na procviéeni vyse uvedenych poznatki.
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Ulohy

1. S vyuzitim véty o ortocentru trojihelniku sestrojte pfimku p, jez pro-
chazi bodem M a nepfistupnym prusecikem piimek a, b.

2. Sestrojte v8echny trojuhelniky ABC), jsou-li dany obrazy D, E a F' jeho
ortocentra v osovych soumérnostech podle stran trojihelniku. Kolik méa
tloha feSeni?

3. Je dan bod V uvnitf kruhu ohrani¢eného kruznici & a bod A € k.
Sestrojte body B, C € k tak, aby byl bod V ortocentrem trojihelniku
ABC.

4. Sestrojte trojiuhelnik ABC' s ortocentrem V' a patou R jeho vysky z vr-
cholu C, je-li dana tsecka C'V o délce 6 cm s vnitinim bodem R, pfi¢em?z
|[RV| = 1,5 cm, a polomér kruznice trojuhelniku opsané je r = 3,5 cm.

5. V roviné je dana pfimka p a mimo ni body P, Q). Sestrojte trojuhelnik
ABC tak, aby vrcholy A a B lezely na piimce p a body P, @ byly po
radé paty jeho vySek z vrchola A, B.

6. Upravte Chappleiiv postup tak, aby byl korektni. (Dokazte napiiklad,
7e se body C a C’ nachazi{ v témze pruseciku piimky RV s kruZnici
opsanou trojahelniku PQV.)

7. Dokazte, Ze pro trojihelnik ABC, ktery ma v # 90° plati: Jsou-li AP a
BQ@ jeho vysky, pak jsou trojihelniky PQC a ABC podobné s pomérem
podobnosti ‘li—g‘l = | cosv|. (Rozliste t¥i situace ostrouhly, pravouhly a
tupothly trojahelnik ABC'.)

8. Na pilkruznici s primérem AB jsou dany body C a D, rizné od A
a B. Bod FE zvolime tak, aby ACED byl rovnobéznik. DokaZte, ze
DC 1 BE.
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