Zajimavé matematické ulohy

Uvefejhujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické tlohy,
v niz mj. uvadime zadani dalsi dvojice novych tloh. Jejich feSeni mutzete
zaslat nejpozdéji do 15. 9. 2024 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI, 17. lis-
topadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou na emailovou
adresu mfi@Qupol.cz Zajimava a originalni feSeni aloh radi uverejnime.

Uloha 293

a) Kuchaf rozfezal kilogramovy bochnik syra na Sest dila vazicich alespon
50 g. Dokazte, ze z nich muze nékolik vybrat a rozdélit je na dva talife
tak, aby se hmotnosti syra v obou talifich liSily méné nez 15 g.

b) Na kolik dili vaZicich aspon 1 g musi kuchaf tento bochnik rozdélit, aby
z nich bylo mozno nékolik rozdélit na dva talife tak, Ze hmotnosti syra
v obou talifich se li$i méné nez 1 g? Najdéte nejmensi takovy pocet.

Pavel Caldabek

Uloha 294

V ostroihlém trojuhelniku ABC ozna¢me D a E priseciky os stran AC
a AB po tfadé s pfimkami AB a AC. Dale ozna¢me F' a G body soumérné
sdruzené podle bodu A po fadé s vrcholy B a C. Dokazte, Ze body D, F,

F a G lezi na téze kruznici.
Patrik Bak

Dale uvadime feSeni tloh 289 a 290, jejichz zadéni jsme zverejnili v po-
slednim (Gtvrtém) ¢isle loiského (32.) ro¢éniku naseho ¢asopisu.
Uloha 289
Urcete vechny trojice (p, g, r) prvoéisel, pro néz plati
P+ 2¢% + 3r3 = 2023.
Jaroslav Svréek

Resent. Cislo 2¢2 je sudé, proto p + 3r3 je &islo liché, jedno z prvoéisel
p, r je tedy liché, druhé sudé. Protoze existuje jediné sudé prvocislo 2,
uvazujeme dvé moznosti.

a) p = 2. Potom 2¢* + 3r3 = 2021. Protoze 3 - 93 = 2187 > 2021,
je r < 9, tedy r je jedno z lichych prvocisel 3, 5, 7. Pro tato prvocisla
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dostéavame 2¢? po fadé (véetné prvoéiselnych rozkladi) 1940 = 22 -5 97,
1646 = 2-823 a 992 = 2°-31. Ani v jednom z piipadi tak ¢ neni procislo,
tedy v tomto piipadé neexistuje fadné feSeni.

b) » = 2. Potom p + 2¢*> = 1999. Protoze 2 - 322 = 2048 > 1999, je
q < 32, tedy q je jedno z prvocisel 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29 a 31.
Pro tato prvocisla dostavame p po fadé 1991 = 11 - 181, 1981 = 7 - 283,
1949, 1901, 1757 = 7- 251, 1661 = 11 - 151, 1421 = 72 - 29, 1277, 941, 317
a 77 = 7-11. Jelikoz 1949, 1901, 1277, 941 a 317 jsou vesmés prvocisla,
ma tloha v tomto pripadé pét FeSeni

(p,q,7) € {(1949,5,2), (1901, 7,2), (1277, 19, 2), (941, 23, 2), (317,29, 2) }.

Uloze vyhovuje pravé pét trojic uvedenych v &asti b) predchoziho od-
stavce.

Spravna feSeni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Tomds Hauser z Kolina,
Anton Hndth z Moravan, Frantisek Jachim z Volyné, Markéta Dytrychovd,
G U Balvanu, Jablonec nad Nisou, Lucian Poljak a Stepdn Pospisil, oba
GJS Pierov a Piotr Szatan, I LO v Tarnovskych Horach (Polsko).

Uloha 290
Lenka si vybrala tfi navzajem rizna realna cisla a, b, ¢ a spocitala
hodnoty tif vyraztu

a-+b b+ec c+a ‘

(@a=c)b=0)f’ ‘(b—a)(c—a) (¢=b)(a—b)

Dokazte, Ze jedna z téchto t¥{ hodnot je rovna souc¢tu zbylych dvou.
Josef Tkadlec

Resent. Nejprve ukdzeme, ze pro vyhovujici ¢isla a, b, ¢ je soucet tii vyse
uvedenych vyrazii bez absolutnich hodnot roven 0. Postupnymi tipravami
dostavame

a+b n b+c n c+a _
(a—c)(b—c) (b—a)c—a) (c—b)(a—D)
(a+b)(a—D) (b+c)(b—c) n (c+a)(c—a)

T a-0a-ob-0o (b-ab-clc—a) (c-bla-blc—a)
_ (a2—b2)—|—(b2 —02)—1—(62 —CL2)
(a=Db)a—c)(b—2¢)
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Pokud by se vSechny tfi vyrazy rovnaly nule, platilo by
a+b=b+c=c+a=0,

tedy
a=b=c=0,

coZ je spor se zadanim, proto jsou alespon dva riazné od nuly. Jelikoz je
jejich soucet nula, je aspon jeden kladny a aspon jeden zaporny. Odtud jiz
plyne Ze soucet nezapornych vyrazii ma opac¢né znaménko nez soucet za-
pornych vyrazi (pfi¢emZ v jedné skupiné jsou dvé &isla a ve druhé jedno),
proto soucet absolutnich hodnot nezapornych vyrazi je roven sou¢tu ab-
solutnich hodnot zapornych vyrazi, coz jsme méli dokazat.

Pozndmka. Tvrzeni o sou¢tu vyrazi také muzeme dokizat nésledujicim
zpusobem. Linearni funkce

T —c T—a z—0b

I = a9 t-ae-—o  c-Da-b

nabyva v bodé a hodnotu

1 . -
b—c c¢—b

0,
stejnou hodnotu nabyva také v bodech b a ¢, je tak nulova a nabyva hod-
notu nula i v bodé a + b + c.

Spravné feSeni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Moravan
a Piotr Szatan, II LO v Tarnovskych Horéach (Polsko).

Pavel Caldbek
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