
Př́ıloha časopisu

MATEMATIKA – FYZIKA – INFORMATIKA

Ročńık 33 (2024), č́ıslo 2

Úlohy I. kola (domáćı část)

74. ročńıku MO (kategorie A, B, C)

KATEGORIE A

A–I–1

Předpokládejme, že pro reálná č́ısla a, b maj́ı výrazy a2 + b a a + b2

stejnou hodnotu. Jaká nejmenš́ı může tato hodnota být?
(Patrik Bak)

A–I–2

Martin k sobě přikládá hraćı kostky (stejné velikost́ı i rozmı́stěńım č́ısel)
tak, aby byly poskládané do tvaru čtverce libovolné velikosti a aby vždy
na dvou přiléhaj́ıćıch bočńıch stěnách byla táž č́ısla.

Kolik nejv́ıce r̊uzných č́ısel se může vyskytnout na horńıch stěnách kostek?
(Martin Panák, Josef Tkadlec)

A–I–3

Na tabuli jsou napsána navzájem r̊uzná přirozená č́ısla se součtem 2024.
Každé z nich kromě nejmenš́ıho je násobkem součtu všech menš́ıch na-
psaných č́ısel. Kolik nejv́ıce č́ısel může na tabuli být?

(Patrik Bak)

Matematika – fyzika – informatika 33 2024 P-1



A–I–4
Pro trojúhelńık ABC plat́ı |AB| = 13, |BC| = 14, |CA| = 15. Jeho

posunut́ım o vektor délky 1 vznikne trojúhelńık A′B′C ′. Určete nejmenš́ı
možný obsah pr̊uniku trojúhelńık̊u ABC a A′B′C ′.

A

A′

B

B′

C C ′

(Tomáš Bárta)

A–I–5
Saba se snaž́ı z př́ızemı́ nekonečně vysokého mrakodrapu dostat do

n-tého patra pomoćı zvláštńıho výtahu. Ve výtahu jsou tlač́ıtka 0, 1, 2, . . .
Po prvńım stisknut́ı tlač́ıtka pojede výtah nahoru a po každém daľśım
jede vždy opačným směrem, než posledně, přičemž po stisknut́ı tlač́ıtka k
popojede vždy o 2k pater. Nav́ıc každé daľśı stisknuté tlač́ıtko muśı mı́t
menš́ı č́ıslo než to předešlé. Dokažte, že Saba se do každého patra n ≥ 1
může dostat právě dvěma r̊uznými postupy.

(Morteza Saghafian)

A–I–6
Označme IA, IB , IC po řadě středy kružnic připsaných stranám BC,

CA, AB trojúhelńıku ABC. Pr̊useč́ıky výšek trojúhelńık̊u IABC, AIBC,
ABIC označme po řadě X, Y , Z. Dokažte, že trojúhelńıky ABC a XY Z
jsou shodné.

(Michal Jańık)

KATEGORIE B

B–I–1
Z č́ıslic 1 až 9 vytvoř́ıme dev́ıtimı́stné č́ıslo s navzájem r̊uznými č́ıslicemi.

Poté každou jeho dvojici po sobě jdoućıch č́ıslic interpretujeme jako dvoj-
mı́stné č́ıslo a na tabuli naṕı̌seme jeho nejmenš́ı prvoč́ıselný dělitel. Můžeme
tak na tabuli źıskat právě dvě r̊uzná prvoč́ısla? Pokud ano, určete všechny
takové dvojice prvoč́ısel.

(Patrik Bak)
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B–I–2

V trojúhelńıku ABC plat́ı |�BAC| = 45◦. Stranám AB a AC jsou vně
připsány pravoúhlé rovnoramenné trojúhelńıky ABP a ACN s přeponami
AB a AC. Označme M střed úsečky PN . Dokažte, že úsečka AM má
délku rovnou polovině poloměru kružnice opsané trojúhelńıku ABC.

A

B C

P

N

M

(Patrik Bak, Anastasia Bredichina)

B–I–3

Pro která přirozená č́ısla n lze rovnostranný trojúhelńık se stranou délky

n rozřezat na shodné d́ılky tvaru: a) , b) ? Dı́lky jsou tvořeny
rovnostrannými trojúhelńıky se stranou délky 1.

(Pavel Calábek, Jaroslav Švrček)

B–I–4

a) Najděte př́ıklad dvojmı́stného přirozeného č́ısla n takového, že č́ıslo
1/n má ve svém desetinném zápise za desetinnou čárkou právě dvě č́ıslice.

b) Dokažte, že pro každá dvě přirozená č́ısla k, l existuj́ı právě dvě
kladná racionálńı č́ısla, která maj́ı v desetinném zápise za desetinnou
čárkou právě k č́ıslic a jejich převrácené hodnoty právě l č́ıslic.

(Desetinný zápis uvažujeme nejkratš́ı možný.)
(Josef Tkadlec)

B–I–5

Označme k kružnici opsanou ostroúhlému trojúhelńıku ABC. Jej́ı obraz
v souměrnosti podle př́ımky BC prot́ıná polopř́ımky opačné k BA a CA
po řadě v bodech D ̸= B a E ̸= C. Předpokládejme, že úsečky CD a BE
se prot́ınaj́ı na kružnici k. Určete všechny možné velikosti úhlu BAC.

(Patrik Bak)
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B–I–6
Kladná reálná č́ısla x, y, z splňuj́ı nerovnosti xy ≥ 2, xz ≥ 3, yz ≥ 6.

Jakou nejmenš́ı hodnotu může nabývat výraz 13x2 + 10y2 + 5z2?
(Patrik Bak)

KATEGORIE C

C–I–1
List paṕıru ve tvaru obdélńıku ABCD o rozměrech a × b, kde a > b,

přelož́ıme jako na obrázku tak, že vrchol A splyne s bodem C. Zd̊uvodněte,
proč pro obsah S výsledného pětiúhelńıku PBCQR plat́ı 1

2ab < S < 3
4ab.

A B

CD

B

C

P

R

Q

(Josef Tkadlec)

C–I–2
Přirozená č́ısla a, b jsou taková, že a > b, a+ b je dělitelné 9 a a− b je

dělitelné 11.
a) Určete nejmenš́ı možnou hodnotu č́ısla a+ b.
b) Dokažte, že č́ısla a+ 10b i b+ 10a muśı být dělitelná 99.

(Jaromı́r Šimša)

C–I–3
Rámeček 2× 3 lze rozdělit na čtverce 1× 1 umı́stěńım 7 zápalek jako na

obrázku. Které rámečky a× b, kde a ≤ b, lze takto rozdělit pomoćı právě
110 zápalek? Určete všechny možnosti.

(Josef Tkadlec)
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C–I–4
Šachovnicově obarvenou tabulku 4 × 4 s černým levým horńım polem

vyplňujeme jedničkami a nulami. V každém čtverci 2× 2, který má černé
levé horńı pole, je stejný počet nul jako jedniček. Kolika r̊uznými zp̊usoby
lze tabulku vyplnit?

(Ján Mazák)

C–I–5
Necht’ P , Q jsou po řadě středy stran BC, AC trojúhelńıku ABC. Rov-

noběžka s AC procházej́ıćı středem K úsečky PQ prot́ıná př́ımku BQ
v bodě L a př́ımka PL prot́ıná úsečku AC v bodě R. Dokažte, že R je
středem úsečky AQ.

(Jaroslav Švrček)

C–I–6
Čtyřmı́stné č́ıslo abcd s nenulovými č́ıslicemi nazveme zrcadlitelné, právě

když přičteńım dev́ıtinásobku nějakého trojmı́stného č́ısla zapsaného po-
moćı tř́ı stejných č́ıslic vznikne č́ıslo dcba. Kolik zrcadlitelných č́ısel exis-
tuje?

(Mária Dományová, Patrik Bak)
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