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V tomto ¢lanku se budeme zabyvat dvéma extremélnimi vlastnostmi
pravothelniki opsanych dané elipse (v eukleidovské roving) tak, ze kazda
z jejich stran se dotykéd dané elipsy. Zaméfime se zde na otazku, jak pro-
stfedky elementarni matematiky urcit, ktery z pravoihelnik opsanych
elipse mé nejuétsi, resp. nejmensi obsah.!)

Jak znamo, ke kazdé elipse existuje kartézska soustava souradnic, v niz
je dana rovnici , ,

x
=+ %2 =1, (1)
kde a, b jsou kladn4 realna ¢isla (a # b; neuvazujeme specialné kruznice).

Dale uvazujme pfimku ¢ zadanou rovnici ve smérnicovém tvaru

t:y=kx—+aq, (2)

kde k, g jsou realna ¢isla, k& > 0. Protoze hleddme pravoihelnik opsany
elipse, uré¢ime q tak, aby pfimka ¢ byla te¢nou elipsy (tehdy méa na pfimce ¢
smysl hledat stranu takového pravothelniku).

Rovnici (1) upravime do tvaru b?z? + a?y? — a?b?> = 0 a z rovnice (2)
dosadime za y. Dostaneme tak

v22? + a®(k*2? + 2kqx + ¢°) — a®b? =0,

DPro tplnost dodejme, Ze elementarnimi prostfedky lze snadno nalézt pravouhelnik
elipse vepsany s maximalnim, resp. minimalnim obsahem (viz [1]).
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odkud po upravé obdrzime nésledujici kvadratickou rovnici o neznamé x
(b? + k%a®)a? + 2kqa’x + a®(¢® — b?) = 0. (3)

Pfimka je te¢nou elipsy, pravé kdyz mé s elipsou spole¢ny pravé jeden bod.
To nastane, pravé kdyz diskriminant D rovnice (3) je roven nule, tj. pravée
kdyz

D = 4k*¢*a* — 4(V* + k*a®)a®(¢* — b%) = 0.

Po tpravé (s vyuzitim nenulovosti &isel a, b) zjistime, Ze rovnost D = 0 je
ekvivalentni podmince b + k%a? — ¢% = 0, odtud

q=+Vb? + k2a2.

Ziskali jsme dvé tefny soumérné podle stfedu S elipsy (obr. 1), jejichz
obecné rovnice maji tvar

t1:kr —y+ Vb2 +k%a®2 =0
to: kx —y — Vb2 + k2a? = 0.

Obr. 1
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Uréime-li te¢ny sméru kolmého k ¢1, ¢o, pak jejich pruseciky s ty, to
ur¢i vrcholy opsaného pravoihelniku. Ziejmé obecné rovnice tecen t3, t4
kolmych k pfimkam t1, to maji tvar

x+ky+c=0.

Analogickym postupem uré¢ime ¢ a obdrzime obecné rovnice tecen t3 a ty4:

t3: x + ky — Va® + k202 =0,
ty: x + ky + Va? + k202 = 0.

Pro zjednoduSeny zapis dalsich vypoc¢ta zavedeme oznaceni:
m = a® + k*b?, n = b*+k%a?, (4)
tedy m,n jsou kladna realna ¢isla. Obecné rovnice tecen jsou tedy tvaru

ti: kx—y++n =0,
ta: kr—y—+/n =0,
ts: z+ky—+/m =0,
ty: z+ky+m =0.

Jsou-li pfimky ¢, t5 riznobézné se souradnicovou osou x, mizeme rov-
nice piimek ts, t4 vyjadfit ve smérnicovém tvaru y = —%x + @ Mayji-li
piimky 1, t2 obecné rovnice y = ++/n (tj. k = 0), pak pfimky t3, t4
maji rovnice x = ++/m. MiZeme tedy vzdy oznadit 1, to ty teény elipsy,
pro které je k € (0;1). Bez Gjmy na obecnosti lze tedy pfedpokladat, ze
ke (0;1).

K tomu, abychom mohli urc¢it obsah opsanych pravouhelniki, potfe-
bujeme znat délky jejich stran. Vzhledem k tomu, Ze jejich strany lezi
na navzajem rovnob&znych p¥imkach, stadl urcit ze znamého vztahu (viz
napf. [2]) vzdélenost rovnobéZnych piimek.

Pro vzdalenost p(p,q) rovnob&znych pfimek p, ¢ v roviné danych po
fadé obecnymi rovnicemi p: a1z + asy +ap = 0 a ¢: a1 + asy + aj = 0
plati, jak znamo

_ lag — ag|

p\P,4q) = —F5——-
N
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Plati tedy (obr. 1)

[2+/n] |2¢/m]
KIL| ==y ta,ts) = |[LM| = 2V
|KL| 2l p(ts, ts) = | | 21

Odtud tedy jiz pfimo muizeme uréit obsah S pravothelniku K LM N. Plati

S_4~/mn
k241

p(tlﬁtQ) =

()

kde m,n jsou dany vztahy (4).

Nejprve si polozme otazku, ktery z opsanych pravothelnikt ma nejuétsi
obsah.

Maximalni hodnotu vyrazu na pravé strané rovnosti (5) lze urcit bez
uziti diferencialntho poc¢tu. Staci si totiz uvédomit, Ze vyraz /mn udava
tzv. geometricky priumér kladnych realnych &isel m, n. MiZeme proto vy-
uzit nerovnost mezi geometrickym a aritmetickym primérem ve tvaru

Vvmn <

pfi¢emz rovnost v ni nastava, pravé kdyi m = n. V naSem piipadé tak
z (5) plyne

m+n

m+n
S= k2+1 Y *kQ 2

Dosadime-li do pravé strany této nerovnosti za m,n ze vztahu (4), lze
vyraz na jeji pravé stran€ psat ve tvaru

(@®+0%) + k(@ +0%) _, (K +1)(e? +b7) _
k2 +1 N k2 +1

tedy pro hornf odhad obsahu plyne Spax = 2(a? + b?).

Této hodnoty nabyva obsah S, pravé kdyz m = n, neboli, po dosazeni
za m, n ze vztahu (4), plati a +b2k2 b% +a?k?, tj. (1 —k?)(a®=1%) = 0.
To vzhledem k pfedpokladu k € (0;1) a a # b nastane, pravé kdyz k = 1.

Pravotuhelnik maximélntho obsahu opsany elipse je tedy étverec s vr-
choly na oséch elipsy. Jak patrno, je soumérny podle os elipsy a jeho strany
lezi na primkach o rovnicich z —y++va2 + b2 =0axz+y+ Va2 +b> =0
(obr. 2). Jeho obsah je Syax = 2(a® + b?).

Nyni se zabyvejme druhou otazkou, tj. ktery z opsanych pravothelniki
ma nejmensi obsah. Intuitivné lze ocekavat, Ze miniméalniho obsahu do-
sdhneme pro pravotuhelnik znazornény na obr. 3.

9. 2(a® + b%),
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Dokazeme tedy, ze nejmensi obsah mé pravoihelnik se stranami rovno-
béznymi s osami elipsy, tj. Spyin = 4ab.

tl y = =
+* tQ
ty N C M
b
A E a F B
S x
ty K D L
Obr. 3
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PouZijeme-li opét vztah (5), do néhoz dosadime z (4), obdrzime

— 2 2hH2 2 2,42
8—k2+1\/(a + k202) (b2 + k2a2,). (6)

K tomu, abychom ovéfili, Ze hodnota 4ab je dolnim odhadem obsahu

opsanych pravouhelniki, je, s ohledem na (6), nutné a staci verifikovat
ekvivalentni nerovnost

V(a2 + k202) (b2 + k2a2) > (k* 4 1)ab.

S ohledem na nezépornost obou stran této nerovnosti obdrzime po jejich
umocnéni a jednoduché tpravé s ni ekvivalentni nerovnost

E*(a® —b*)* > 0. (7)

Dale je ziejmé, Ze hodnoty 4ab nabyva obsah S, pravé kdyz v nerov-
nosti (7) nastane rovnost, neboli, pravé kdyz k?(a?—b2)? = 0. To s ohledem
na predpoklad a # b nastane, pravé kdyz k = 0.

Pravothelnik minimalntho obsahu opsany elipse je tedy obdélnik, jehoz
strany lezi na primkich x = +a a y = +b. Jak patrno, je soumérny podle
os elipsy a jeho strany jsou ¢asti vrcholovych teden elipsy (obr. 3). Obsah
tohoto pravouhelniku je roven Sy, = 4ab.

Zaveér
Hledanym pravothelnikem maximalniho obsahu opsanym elipse (1) je
¢tverec s vrcholy lezicimi na osach elipsy o obsahu Sy.x a pravothelni-

kem minimalnfho obsahu je obdélnik se stranami lezicimi na vrcholovych
tecnéch elipsy o obsahu Sy, pfi¢emz pro obsah S plati nerovnosti

Smin = 4ab < 8 < 2(a” +b%) = Syax.

Dalsim zajimavym problémem, ktery ponechdvame ¢tendfim, je napii-
klad nalezeni pravouhelnikt opsanych ¢i vepsanych elipse s extremalnim
obvodem.
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