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GeoGebra, program dynamické matematiky, resp. dynamické geomet-
rie, patii k ¢asto vyuzivanym digitdlnim néstrojim ve vyuce matematiky
od zakladni aZ po vysokou Skolu, a to nejen u nas, ale i v zahrani¢i, na-
priklad [1]. K rozsifeni GeoGebry u nas prispéla nejen jeji dostupnost pro
ucitele i zaky (bezplatny software, ¢eskéd lokalizace) ¢i uzivatelsky piive-
tivé prostiedi, ale zejména to, Ze néstroje a piikazy GeoGebry pokryvaji
béZzné vyucovana matematicka témata zakladni i stfedni Skoly a podporuji
konstruktivisticky pfistup k vyuce.

GeoGebra nabizi nejen rysovani geometrickych objekta ¢i zobrazovani
grafi funkci, ale zejména jeji dynamické nastroje mohou podpofit porozu-
méni zaki, jak doklada fada vyzkumnych studif [4, 5].

Nasledujici pfiklady zahrnuji ilustrace vyukovych situaci, kdy s pomoci
vhodné vytvorenych problému lze formou ,experimentovani s matema-
tickymi objekty v prostfedi GeoGebry dovést zéky k ,,objevovani“ mate-
matickych vlastnosti a vztahi. Tyto priklady jsou vénovany ucivu druhého
stupné zakladni Skoly, resp. viceletého gymnézia, nékteré jsou zaméreny
na latku c¢tyftleté stfedni skoly.

V uvedenych ilustracich pfedpokladame, Ze Zaci samostatné ¢i ve dvoji-
cich pracuji na pocitaci, resp. tabletu. Pti feSeni ptfikladi z tématu funkce
si zobrazime v nakresné GeoGebry soufadnicové osy z, y a také ¢tverco-
vou sit; naopak v tématech ze syntetické geometrie obvykle zobrazeni os
soustavy soufadnic, resp. ¢tvercové sité, vypiname.

Nasledujici dvé ilustrace se zaméfuji na vlastnosti grafi linearnich a
kvadratickych funkci.

Ilustrace 1

Linearni funkci s pfedpisem f: y = ax + b, kde a, b jsou realna &isla'),
se zaci obvykle uéi v 9. ro¢niku zékladni skoly, a to jako zobecnéni pfimé

1V néktery ucebnicich matematiky se uvadi a # 0, nap¥. [2].
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umérnosti. S podporou GeoGebry mohou snadno zkoumat vliv koeficientt
a, b na graf a vlastnosti linearni funkce.

Metodické pozndmky

Nejdiive se zaky sestrojime v ndkresné programu posuvniky, které maji
vyznam koeficientti a a b; hodnoty posuvniki nastavime napiiklad od —15
do 15 s krokem 0,1. Na posuvnicich zvolime konkrétni hodnoty a = 2,
b = 1. Nez zapiSeme funkéni predpis, uvédomime si, ze v programu Geo-
Gebra zadavame do vstupniho pole pfedpisy linearnich ¢ kvadratickych
funkei vzdy ve tvaru f(xz) =..., g(x) = ..., nebot zapis y = ... program
interpretuje jako rovnici pfimky u linearnich funkci, nebo jako rovnici ku-
zelosecky u kvadratickych funkei (to ovlivni funkénost nékterych nastroji a
piikazi). Do vstupniho fadku tedy zapiSeme obecny piedpis f(z) = ax+b
a zobrazime graf funkce.

Zakim zadame samostatnou praci, ve které maji v nakresné ménit
pouze hodnoty posuvniku a, pozorovat, co se déje s grafem a své poznatky
si zapsat. Vétsina z nich pravdépodobné dospéje k nasledujicim zjisténim:
grafem linearni funkce je pfimka, ktera pro a > 0 ,stoupa“ ve sméru osy
z a pro a < 0 ,klesd“ ve sméru osy x; pro a = 0 je grafem piimka rov-
nobé&zna s osou x, jedna se o graf konstantni funkce. Mizeme poté s zaky
diskutovat o vlivu koeficientu a na ,stoupani“, & ,klesani“ piimky a pred-
stavit geometrickou interpretaci koeficientu a jako ,,sklonu®, resp. smérnice
primky, pomoci nastroje Spdd. Uvedeny néstroj GeoGebry zobrazi pravo-
ahly trojihelnik s pfeponou na grafu—pfimce; jeho horizontalni odvésna
mé jednotkovou délku a vertikilni odvésna ma délku a jednotek®. Ver-
tikdlni odvésna je tak geometrickou reprezentaci smérnice piimky (obr. 1
a 2). Pro a > 0 lze vypozorovat, Ze &m vétsi je smérnice, tim pfimka rych-
leji ,,stoupa“; obdobné pro a < 0 mohou zaci dospét k poznatku, ze ¢im
mensi je smérnice pfimky, tim pfimka rychleji ,klesa*. Na zakladé pozo-
rovani tak lze intuitivné zavést jiz pro zaky pochopitelné pojmy rostouci
a klesagici funkce.

Dale pozadame zéky, aby nastavili posuvnik a napf. na hodnotu 1,
sestrojili prise¢ik B grafu funkce s osou y (v€etné zobrazeni jeho soufadnic
v nékresné) a dale ménili jen hodnoty posuvniku b. Tak zkoumaji vliv
tohoto koeficientu na graf funkce. Obvykle nékolik zaki vypozoruje, Ze
koeficient b odpovida y-ové soufadnici pruseciku B grafu s osou y (obr. 3
ad).

2)Pro a < 0 odpovida délka vertikalni odvésny absolutni hodnoté koeficientu a.
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Obr. 3 Obr. 4

Na zavér mazeme Zaky pozadat, aby se pokusili zménami koeficienti a,
b ziskat graf-pfimku, ktera je rovnobézna s osou y. Poté, po netuspésnych
pokusech, s nimi mizeme rozebrat, pro¢ to nelze.
Tlustrace 2

Obdobnym zptsobem jako v ilustraci 1 muzeme nechat zaky zkoumat
vlastnosti grafu kvadratické funkce zadané predpisem f(x) = ax?+bx +c,
kde ¢&isla a, b, ¢ jsou realna, a # 0.

Metodické pozndmky

V prostiedi GeoGebry nejdiive se zaky sestrojime tii posuvniky pro
koeficienty a, b, ¢; rozmezi jejich hodnot nastavime napf. od —10 do 10
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s krokem 0,1. Pfed zadanim pfedpisu funkce zvolime na posuvnicich hod-
noty a = 1, b = ¢ = 0, poté zadame piedpis uvedeny vyse do vstupniho
radku a v nakresné ziskame graf — parabolu, ktera prochazi pocatkem a je
soumérna podle osy y.

Zaci dostanou za tikol ménit hodnoty pouze na posuvniku a, ¢imz mo-
hou zkoumat vliv tohoto koeficientu na graf, pfipadné i na vlastnosti kva-
dratické funkce. Na zékladé zkuSenosti lze Tici, ze vétSina z nich dospéje
ke zjisténim, ktera lze shrnout néasledovné: pro a > 0 je graf-parabola
,rozevien nahoru®, s rostoucim kladnym koeficientem a se parabola vice
primyka k ose y; pro a < 0 je parabola ,rozeviena doli“ a se zmensujicim
se zapornym a se parabola opét vice pfimyka k ose y. Soucasné maji zaci
moznost si ujasnit, pro¢ je z definice kvadratické funkce vylou¢ena hod-
nota a = 0, nebot pro tuto hodnotu je grafem piimka, tj. jedna se o graf
linearni funkce.

Pred zkoumanim vlivu koeficientu ¢ je vhodné nastavit posuvniky na
a =1, b= 0 a poté ménit pouze hodnoty c. I zde zaci mohou vypozorovat,
ze pro ¢ > 0 se graf posouva nahoru ve sméru kladné poloosy y; pro
¢ < 0 se graf naopak posouva doli ve sméru zaporné poloosy y. Pro ¢ =0
lezi bod [0, 0] na parabole. Déle pomoci piikazu Eztrem(f) vyznacime na
parabole vrchol V' a zamé¥ime pozornost zaki na jeho x-ovou soufadnici.
Zaci snadno zjisti, Ze ménime-li pouze hodnoty posuvniku ¢, tak se vrchol
V' pohybuje po ose o soumérnosti paraboly, tj. po ose y. Z toho je zfejmé,
ze x-ova soufadnice vrcholu se neméni, tedy nezévisi na hodnoté c. To
mohou Zaci provérit tim, Ze napiiklad nastavi a = 1,2, b = —2,4 a opét
meéni jen hodnoty ¢ na posuvniku (obr. 5, obr. 6).
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Uvedené zjisténi lze pouzit k urceni souradnic vrcholu V' paraboly, a to
pomoci z-ovych soufadnic prisecikta paraboly s osou x; oznaéime je x1, Ta
(obr. 5 a obr. 6). Zaci pritom vyuziji znalost feseni kvadratické rovnice,
nebot uvedena ¢isla x1 a xo jsou soucasné kotfeny piislusné kvadratické
rovnice ax?+bx+c = 0, kde a, b, ¢ jsou hodnoty nastavené na posuvnicich.
Pro jeji kofeny plati
—b+ Vb? — dac

2a '

To, ze x-ovéa soufadnice vrcholu V je stejnd pro pevné dané hodnoty a,
b a ménici se ¢, plati i pro hodnotu ¢ = 1,2, kdy ma parabola s osou x
jediny spoleény bod V. Prislusna kvadraticka rovnice ma pak jeden (dvoj-
nasobny) kofen a pro jeji diskriminant D plati D = b* — dac = 0. Po
dosazeni 0 za diskriminant do vzorce pro kofeny ziskdme x-ovou soufad-
nici bodu V jako

1,2 =

—b
T12 =T = -
2a

Soufadnici y vrcholu V uréime z predpisu funkce f dosazenim vyrazu 2

2a
za T
(2O (2 I
y—a(2a> + (2&) te=c 4a’
2
200C~ 1|

Jako posledni budou Zéci zkoumat vliv koeficientu b pfi nastavenych
hodnotach a = 1, ¢ = 0. Jesté pfed zménou hodnot b se muzeme zakl
zeptat, jak odhaduji vliv zmén koeficientu b na graf kvadratické funkce.
Pomérné casta odpoveéd je, Zze parabola se bude posouvat podél osy .
Zaci viak poté sami v prostiedi GeoGebry rychle zjisti, ze tomu tak nenf
(obr. 7, kde b = 3; obr. 8, kde b = —2), nebot parabola méni své umisténi
nejen z hlediska osy x, ale i osy y.

Pro posouzeni toho, jaky je tedy vliv koeficientu b na graf funkce, Za-
kim doporuéime, aby si pitkazem FExtrem(f) zapsanym do vstupniho pole
GeoGebry opét zobrazili vrchol V' paraboly, zapnuli jeho stopu a ménili
hodnoty parametru b. Velmi rychle dospéji k poznatku, Ze pfi zméné b se
vrchol V' pohybuje po kiivee, ktera je ziejmeé také parabolou (obr. 9). Zda-
vodnéni zjisténého poznatku vsak pro zaky neni snadné, obvykle potfebuji
pomoc uditele, aby je pomoci ndvodnych otazek dovedl k nasledujicimu vy-
svétleni.

Soutadnice vrcholu V' paraboly jsou [
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Obr. 7 Obr. 8

Vrchol V paraboly, ktera je grafem funkce f(z) = ax? +bx + ¢, a # 0,
ma soutadnice
= o
Xr = %, Yy==c— E

Je ziejmé, ze y-ové soufadnice vrcholu V paraboly vyjadiuje ,kvadratickou
zévislost na proménné b. Vyjadiime-li b z x-ové soufadnice bodu V jako
b = —2ax a poté vyraz —2ax dosadime za b do y-ové souradnice bodu V,
ziskdme vztah y = c—ax?. Pfedpis této ,nové* kvadratické funkce ve tvaru
g(z) = ¢ — ax? mizeme opét zadat do vstupniho pole GeoGebry, zobrazit
jeji graf a zménami hodnot b ovérit, ze jsme predpis urcili spravné, tj. ze
stopy bodu V' lezi na grafu funkce g (obr. 10).

Obr. 10
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Nasledujici dvé ilustrace vyuziti GeoGebry k rozvijeni zakovskych po-
znatkid jsou zaméfeny na geometrii, a to na hledani mnozin bodi dané
vlastnosti v roviné. V téchto ilustracich jde o objeveni hypotézy samot-
nymi zaky (ktery geometricky ttvar je hledanou mnozinou) a jeji provéreni
prostiedky GeoGebry. Dikaz uvedenych mnozin bodu dané vlastnosti Ize
nalézt napiiklad v uebnicich [2] a [3].

Ilustrace 3

K mnozindm bodu dané vlastnosti, které se probiraji na druhém stupni
zékladni 8koly, patii Thaletova kruznice. I v tomto pripadé miazeme zaky
dovést s pomoci GeoGebry k objeveni hypotézy, Ze mnozinou vsech bodu
roviny, které jsou vrcholy pravych tahla v trojihelnicich se spoleénou pie-
ponou AB, je kruZnice s prumérem AB bez bodi A, B.

Metodické pozndmky

Nejdrive spole¢né se zaky vytvorime v GeoGebie dynamickou konstrukei,
ktera jim umozni objeveni hypotézy. Je dilezité, aby Zaci pochopili pod-
statu této konstrukce trojuhelniku; ta musi byt realizovana tak, aby bylo
mozné v konstrukci tazenim nékterého objektu v nékresné ziskavat riazné
pravouhlé trojuhelniky se spole¢nou pieponou AB a pravym thlem proti
preponé AB.

V ramci diskuze moderované ucitelem by si zaci méli ujasnit, ze maji
sestrojit pravouhly trojihelnik ABC s preponou AB, avSak znamé jsou
jen dva prvky trojuhelniku: strana AB, v = 90°. Proto je potfeba zvolit
tfeti prvek trojuhelniku. Zaci by méli pfijit na to, ze zvoli-li naptiklad
dhel o u vrcholu A tim, Ze sestroji polopfimku AX, kde X ¢ f@, tak
trojthelnik jiz umi sestrojit. Hledany vrchol C lezi na polopfimce AX
a souCasné na kolmici & z bodu B k polopiimce AX. Tato konstrukce
umoziuje zménou polohy bodu X (a tedy zménou velikosti ithlu o) ménit
umisténi polopfimky AX a ziskavat tak dalsi pravouhlé trojihelniky nad
preponou AB. Diky tomu po zapnuti stopy bodu C Zaci z vykreslované
stopy rychle dospéji k hypotéze, Ze hledanou mnozinou bodu je kruznice
s prumérem AB (obr. 11).

Ziskanou hypotézu mohou zaci provérit tim, Zze do konstrukce doplni
kruZnici 74p s primérem AB a ovéfi zménou polohy bodu X, Ze stopy
bodu C lezi na této kruznici (obr. 12). K tomu, Ze do nalezené mnoziny
nepatii body A, B, je tfeba zaky dovést dopliujicimi otdzkami; poté ob-
vykle zaci vypozoruji, ze pro C = A, nebo C = B, trojuhelnik ABC
zanikne.
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Obr. 12

Ilustrace 4

Thaletova kruZnice, které byla vénovana predchozi ilustrace, je special-
nim piipadem mnoZiny v8ech bodu v roving, z nichZ je dana tsecka AB
vidét pod danym thlem ~. S timto zobecnénim se Zéci seznamuji az na
stfedni Skole v névaznosti na ucivo o obvodovych a stfedovych thlech.
Pokud Zaci jiz znaji dynamickou konstrukci mnoziny bodi z ilustrace 3,
potom pro né nebude obtizné vymyslet dynamickou konstrukci pro mno-
zinu bod1, z nichz je vidét tsecka pod thlem .

Metodické pozndmky

Nejdiive zakim pfipomeneme dynamickou konstrukci Thaletovy kruz-
nice, ve které byl také trojuhelnik zadan jen dvéma prvky (aseckou AB a
pravym thlem u vrcholu C'). Nyni potfebujeme sestrojit trojahelnik ABC,
ve kterém zname stranu AB a thel v, v € (0°,180°). To by mélo zakim
pomoci, aby si uvédomili, Ze je vhodné zvolit thel o. Uhel § je tim ur-
¢en jednozna¢né, tj. f = 180° — v — «; trojuhelnik ABC pak mohou Zéci
sestrojit podle véty usu.

Dynami¢nost konstrukce zaif{dime pomoci posuvniku pro thel «, to
umozni vykreslovat dalsi trojihelniky se stranou AB, které maji u vrcholu
C pozadovany thel «. Vzhledem k tomu, Ze tento rys jesté vyuzijeme ke
zkoumani vlastnosti objevené mnoziny, je vhodné na zac¢atku konstrukce
také doplnit posuvnik s nazvem 7. Po sestrojeni strany AB pouziji zaci
ke konstrukci ramene thlu a nastroj Uhel dané velikosti, kde do pole pro
velikost thlu zadaji nazev posuvniku « (tim se bude velikost tohoto thlu
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odecitat z posuvniku «). Rameno thlu § sestrojime stejnym zpiisobem,
avSak do pole pro velikost dhlu § vlozime vyraz 180° — v — «. Vrchol C
sestrojime jako prusec¢ik ramen thla «, 3, na kterych nelezi AB. Po za-
pnuti stopy bodu C se pii zméné hodnot « vykresluji body nélezejici do
hledané mnoZiny (posuvnik + je stale nastaven na zadanou velikost thlu).
Na zéakladé toho zaci maji prilezitost zjistit, Ze se jedna o kruZnicovy
oblouk (obr. 13); vzhledem k soumérnosti situace podle osy AB jde o sjed-
noceni dvou kruZnicovych obloukt M; a My bez bodu A, B (obr. 14).

Obr. 13 Obr. 14

Pokud vyuzijeme nastroj GeoGebry Mnozina bodi, sestrojime tim hle-
danou mnozinu bez vyuziti stopy bodu C. Po aktivaci nastroje MnoZina
bodu nejdrive ukazovatkem klikneme na sestrojeny bod C| resp. jeho obraz
C’ v osové soumérnosti dle osy AB, a poté klikneme na posuvnik a; tim
zobrazime hledanou mnoZinu bodu (obr. 15). To nam umozni zkoumat
vlastnosti nalezené mnoziny — zaky pozadame, aby po vykresleni poza-
dované mnoziny bodd ménili posuvnikem jen velikost thlu ~. Rada zaki
dospéje ke zjisténi, ze pro ostry thel v je ziskany kruznicovy oblouk vétsi
nez pulkruznice, pro pravy thel jde o pilkruznici, resp. Thaletovu kruz-
nici, a pro tupy thel v je ziskany kruznicovy oblouk mensi nez piilkruznice
(obr. 16).
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Obr. 15 Obr. 16

Uvedené ilustrace predstavuji jen nékolik moznosti, jak miize ucitel vyu-
zivat program GeoGebra k aktivnimu zapojeni zakt v hodiné pii ziskavani

mani feSeni rovnic, resp. nerovnic ¢i soustav dvou rovnic o dvou nezndmych
v zéavislosti na koeficientech v predpisech linearnich /kvadratickych funkei,
jejichz predpisy jsou dany vyrazy na levé a pravé strané rovnice, resp.
nerovnice.
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