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Tento piispévek lze povazovat za volné pokracovani ¢lanku [1] obou au-
tord, ktery byl zvefejnén v nasem casopise v roce 2000. V tomto navazuji-
cim prispévku se ¢tenaf seznami s nékterymi dilezitymi poznatky z oblasti
feseni tzv. funkciondlnich rovnic. Pfestoze uvedenda problematika vyrazné
prekracuje ramec vzdélavacich planti pro vyuku matematiky na stfedni
skole, nasi Zaci (a potazmo i jejich ucitelé) se s feSenim funkcionalnich rov-
nic setkavaji stale Castéji v nejriiznéjsich stfedoskolskych matematickych
soutézi (Matematickd olympidda, Matematicky klokan, matematické kore-
sponden¢ni seminéfe atd.). Ukazuje se tak, Ze je velmi dtilezité a soucasné
prospésné kultivovat matematické znalosti a dovednosti nasich matema-
ticky nadanych stfedoskolakii také v této (nadstandardni) oblasti skolské
matematiky. Nas ¢lanek si klade za cil objasnit ¢tenaitim nékteré postupy
a metody TeSeni matematickych tloh vyse uvedeného typu. Predpokla-
dame pouze, Ze Ctenar je dostatecné obezndmen s pojmem a zdkladnimi
vlastnostmi funkce realné proménné v rozsahu ucebnic pro stfedni skoly.
Symbolem R budeme znaéit mnozinu vsech realnych &isel, symbolem R
mnozinu vSech kladngch redlnych ¢isel, tj. interval (0;+00) a symbolem
RS‘ mnozinu vSech nezdpornych realnych éisel, tj. interval (0; +00). Plati
tedy Ry = R U {0}.

Pripominame dale, ze funkciondlni rovnici budeme rozumét takovou
rovnici, kde nezndmou je hledana funkce s danym definicnim oborem
D C R a danym oborem hodnot H C R. Jejim 7esenim je kazda funkce,
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ktera je zobrazenim D do H a soucasné vyhovuje dané funkcionalni rov-
nici, viz napt. [1].

Popis funkcionalni rovnice

Pii vlastnim feSeni funkcionalnich rovnic je nutno dusledné respekto-
vat zadané podminky, nebot jakakoliv (byt na prvni pohled velmi mala)
zména napr. v popisu rovnice nebo v zadani defini¢niho oboru, popf. oboru
hodnot hledané funkce, vede k prekvapivym zménam v systému feseni za-
dané funkcionalni rovnice. Néasledujici dva ptiklady jsou toho dikazem.

Priklad 1

Urcete viechny funkce f: R§ — R, které pro libovolna z,y € R{ spliuji
podminku

flzy) = f(z) + f(y).

Resend. Vzhledem k tomu, ze dany vztah plati pro viechna nezdporna
redlnd éisla x a y, musi platit specidlné i pro y = 0 (specifikace pro-
ménné y). Pro véechna nezépornd realnd = tudiz plati

f0)=f(z-0)=f(z)+ f(0), .  flz)=0.

Protoze k nalezenému vysledku jsme dospéli na zékladé dtsledkové tapra-
vy!, je potfeba provést zkousku, kterd je soucésti feseni tilohy. Pomoci ni
se snadno piesvédéime, ze funkce f(x) = 0 pro vSechna x € RS‘ je skutecné
za uvedenych podminek jedinym feSenim dané funkcionalni rovnice.

Pozndmka 1. Pokud bychom zadéni tlohy pozménili a hledali bychom
funkce f:RT — R, které vyhovuji téze funkcionalni rovnici (jejich definiéni
obor neobsahuje = 0), pak mnozina jejich FeSeni obsahuje také napf.
kazdou logaritmickou funkci f(z) = log, =, kde a € RY, a # 1, a dale celou
t¥idu nespojitych funkci. Lze v8ak ukazat, Ze jedinymi spojitymi funkcemi,
které této pozménéné tloze vyhovuji, je konstantni nulovéa funkce a dale
v8echny vyse uvedené logaritmické funkce, viz napf. [3].

Z uvedeného piikladu je patrné, Ze mald zména v zadani defini¢niho
oboru muze znamenat vyrazné zmény v mnoziné feseni dané funkcionalni

ISpecifikaci proménnych (tj. uzitim vhodné substituce) se mnozina vsech Feseni
dané funkciondlni rovnice ,rozsifuje“.
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rovnice. Presnéji, jakékoliv ztzeni defini¢niho oboru hledané funkce vede
vzdy k ,rozsifeni“ systému feseni dané funkcionalni rovnice. Tato zména
miize byt vyrazna, jak ukazuje predesly priklad.

Nasledujici pfiklad je typickou ukdzkou analogického tvrzeni i pro (ma-
lou) zménu oboru hodnot dané funkcionalni rovnice.

Piiklad 2
Urcete vSechny funkce f:R — R takové, Ze pro kazdé x € R plati

fA(z) =1.

Resend. Snadno vidime, Ze feSenim této funkcionalni rovnice je libovolna
redlnd funkce s oborem hodnot H = {—1;1}. Napt. tedy funkee f(z) =1
pro vSechna € R nebo f(x) = —1 pro vSechna x € R, popt. funkce

fz) = 1 pro vSechna z racionalni
—1 pro vSechna x iracionalni

apod. Vidime tedy, Ze dana funkcionalni rovnice méa nekoneéné mnoho
feSeni.

Poznamka 2. Pokud v zadani této tlohy zménime obor hodnot hle-
dané funkce a budeme hledat napf. viechny funkce f: R — RT vyhovujici
téze funkciondlni rovnici, snadno zjistime, Ze jejim jedinym feSenim je
funkce f(z) = 1 pro vSechna z € R. Uvedeny vysledek ilustruje rovnéz
vyznamnou (avSak ocekdvatelnou) skutec¢nost: Zuzeni oboru hodnot hle-
dané funkce muze vést ve smyslu inkluze ke ,zmensSeni“ mnoziny feSeni
dané funkcionalni rovnice.

V dalsi ¢asti se zaméfime na popis dvou zakladnich metod feSeni funk-
ciondlnich rovnic. Zadna z nich vsak nepredstavuje univerzalni prostiedek
jejich feseni.

Metoda specifikace proménnych (substituéni metoda)

Specifikujeme-li nékteré proménné, tj. dosadime-li specidlni hodnoty
v argumentech proménné dané funkcionalni rovnice, ,rozsifime“ mnoZzinu
moznych Feseni, viz FeSeni prikladu 1. Specifikace proménnych ma cha-
rakter dtsledkové tpravy a pii jejim pouziti je proto zkouska soucasti
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feseni. Déle pak zpravidla najdeme hodnotu funkce v nékterém bodé de-
fini¢niho oboru a pomoci ni nasledné urcéime vlastnosti a tvar hledané
funkce. Pomoci téchto kroku pak uréime dals$i potfebné hodnoty a speci-
fické vlastnosti hledané funkce.

Je ziejmé, ze specifikovat pfi Feseni funkcionalni rovnice mtizeme i né-
kolik proménnych (parametri) soucasné. Funkciondlni rovnice ¢asto ob-
sahuji jako proménnou v hledané funkci vyraz, ktery obsahuje nékolik
pomocnych proménnych (parametri), pomoci nichz je hodnota proménné
vytvofena. Cilem specifikace proménnych je snizeni jejich poc¢tu. Uvedena
metoda je pritom zékladem celé fady dalsich metod, které lze efektivné
vyuZzit pfi feSeni funkcionélnich rovnic.

Cely postup osvétlime pii Feseni nasledujicich dvou funkcionalnich rov-

nic.

Piiklad 3
Urcete vSechny funkce f:R — R takové, ze pro libovolnd z,y € R plati

f@) - fy) = flay) =z +y.
Reseni. Polozme nejprve z = y = 0. Odtud po snadné tpravé dosta-
neme f(0)(f(0) —1) = 0. Je tedy bud f(0) = 0, nebo f(0) =1.

Predpoklddejme nejprve, ze f(0) = 0. Substituci y = 0 dostaneme na
levé strané dané rovnice

f(@)- £(0) = f(z-0) =0,
kdezto na strané pravé
r+0=uz,
coz znamena, Ze piipad f(0) = 0 neposkytuje zaddné Feseni dané funkcio-
nalni rovnice.

Necht tedy f(0) = 1. Podobné i zde pouzijeme substituci y = 0 a do-
staneme

f@)- £(0) = f(z-0) =2 +0.
Odtud jiz p¥imo plyne f(z) = 2 4+ 1 pro v8echna z € R.
ZAVER. Zkouskou se pfesvédéime, Ze nalezena funkce f(z) = = + 1 je

jedinym FeSenim dané funkcionalni rovnice.
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Priklad 4
Urcete vSechny funkce f:R — R takové, ze pro libovolna z,y € R plati

fle+y)=2f(x—y)+ f2) - 2f(y) =y - 2.

Reseni. Specialni volbou (specifikaci proménnych) x = 0 a y = 0 do-
staneme —2f(0) = —2, tedy f(0) = 1. Timto dosazenim jsme zjistili,
ze pro kazdou funkci f, kterd je feSenim dané funkcionalni rovnice, plati
£(0) = 1.

Opét vyuzijeme metodu specifikace proménnych tak, ze v dané funkci-
onalni rovnici polozime x = 0. Dostaneme tak

fly) —2f(=y) + f(0) = 2f(y) =y — 2,

coz po upravé dava
f)+2f(-y) =y -3 (1)

Uvedeny vztah vsak obsahuje hledanou funkci f s dvéma riznymi argu-
menty (y a —y), coz v tomto okamziku nedédvd moznost nalezeni explicit-
ného vyjadreni pro popis hledané funkce f.

Lze v8ak postupovat nasledujicim zptisobem (opé&tovné vyuziti metody
specifikace proménnych). Necht ¢ je libovolné realné ¢éislo. ProtoZe vztah
(1) plati pro v8echna redlnd ¢isla y, plati i pro y = t a y = —t. Témito
dvéma volbami, reprezentujicimi obvykly postup, dospéjeme ke vztahtim

fO)+2f(=t) = -3,
f(=t)+2f(t) = —t —3.
Na oba vyse uvedené vztahy mizeme pohlizet jako na soustavu dvou

linedrnich rovnic s nezndmymi f(¢) a f(—t). Jejim feSenim dostaneme
f(t) =t + 1 pro v8echna redlna ¢isla t.

Provedenim zkousky
L=f(z+y)—2f(x—y)+ fx) —2f(y) =
=(z+y+1)-2@-y+1)+(z+1)-2y+1)=y—2=P
zjistime, 7ze f(x) =z + 1 (f je definovand na R).
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ZAVER. Jedinym FeSeni dané funkcionalni rovnice je funkce f(x) = x+1
pro vsechna z € R.

VyuzZiti symetrie proménnych

Pfi feSeni funkcionélnich rovnic 1ze pomérné casto efektivné vyuzit také
symetrie nékterych dvou proménnych, a to prdvée v jedné ze stran zadané
rovnice (nebo nékteré jeji ¢asti). V podobnych tlohéch je potieba mnohdy
predpokladat (nebo dokézat), Ze hledand funkce je na daném definiénim
oboru prostd.?

Vsimnéme si, ze v predeslém piikladu jsou symetrické vzhledem k obé-
ma pouzitym proménnym x a y dokonce obé strany dané rovnice. Tato
situace vSak neodpovidd (jak vzapéti uvidime) moznosti vyuziti nasle-
dujiciho postupu, ktery si objasnime pfimo pfi Feseni nasledujicich dvou
prikladd.

Priklad 5

Urcete vSechny prosté funkce f: R — R takové, ze pro libovolna x,y € R
plati

f(f@)+y)=f@+y +1.

Resend. Snadno se vidi, Ze zaménou proménnych x a y, se nezméni leva
strana dané rovnice (jeji prava strana je symetrickd v proménnych z a y).
Vzhledem k tomu, Zze hledana funkce je prostd (tj. nemize nabyvat ve
dvou riiznych bodech svého defini¢niho oboru téze hodnoty), musi byt
rovny i argumenty odpovidajicich levych stran dané rovnice pro dvojice
proménnych (z,y) a (y,x), plati

f@)+y=fly) +z (2)

pro vSechna z,y € R.

Pro urceni funkéni hodnoty v bodé = = 0 defini¢niho oboru hledané
funkce polozme f(0) = ¢, kde ¢ € R. Uzitim metody specifikace promén-
nych, tj. pouzitim substituce y = 0 ve vztahu (2), dostaneme f(z) = x+¢
pro vSechna x € R (c je redlny parametr).

2Rekneme, Ze funkce f je na daném defini¢nim oboru D prostd, pravé kdyz plati:
Pokud pro ur¢itd =,y € D je splnéna rovnost f(z) = f(y), pak z = y.
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Provedenim zkousky zjistime, Ze leva strana L dané funkcionalni rov-
nice ma tvar

L=f(fz)+y)=Ff(z+c)+y)=z+y+2
a jejl prava strana P je ve tvaru
P=flz+y)+l=(x+y+o)+l=ax+y+c+1.

Porovnanim obou stran zjistime, 7ze L = P, pravé kdyz ¢ = 1 (pro vSechna
z,y € R).

ZAVER. Jedinym feSeni dané funkcionalni rovnice je funkce f(x) = x+1
pro vSechna z € R.

Piiklad 6
Urcete vSechny funkce f:R — R takové, ze pro libovolna z,y € R plati

F(f@) + fly) + flay) =2+ f(y).

Resent. Argument funkce f na levé strané dané funkcionalni rovnice je
symetrickym vyrazem vzhledem k obéma pouzitym proménnym x,y. Pro
libovolnd z,y € R tudiz plati x + f(y) = y + f(z). Vyuzitim stejného
postupu jako v predeslém piikladé dostaneme f(x) = x + ¢ pro vSechna
xzeR.

Dosazenim nalezené funkce do vyrazi na obou stranich dané funkcio-
nélni rovnice (tj. provedenim zkousky) zjistime, Ze

L=f(f(x)+ fly)+ f(zy)) =z +y+zy+4c

P=z+fly)=v+y+c

coz vS8ak znamend, Ze neexistuje redlny parametr c takovy, aby pro vSechna
z,y € R platilo L = P.

ZAVER. Dané funkcionionélni rovnice nemd feSeni.

V soucasné dobé se nasi stiedoskolaci s problematikou feSeni funkci-
onalni rovnic setkdvaji pomérné hojné, o cemz svédéi vysoka frekvence
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zafazeni uloh podobného typu v finadlovych ¢astech narodnich matema-
tickych soutézi (MO) a rovnéz ve vSech mezinarodnich stiedoskolskych
matematickych soutézi, viz nap¥. [6].

Ctenaitim, které tato problematika zaujala, lze k rozsifeni jejich obzoru
znalosti doporuéit pfedevsim publikace [2], [5], pfipadné oficidlni stranky
nasi MO [6]. Déle pak lze vyuzit veskerou ¢eskou literaturu starsiho data
uvedenou v [1], kterd je zaméfena na problematiku funkciondlnich rovnic.

K procviceni uvedené tematiky uvadime pro zajemce nékolik dalsich
nefesenych tuloh.

Priklad 7
Urcete vSechny funkce f:R — R takové, ze pro libovolné z,y € R plati

fl@+y) +2f(x—y) —4f (@) + 2 f(y) = 3y* —2® — 2ay + xy”.
[Névod: Neprve uréete f(0). Jedingm fesenim je funkee f(z) = z°.]

Priiklad 8
Urcete vsechny funkce f: R — R takové, ze pro libovolna z,y € R plati

P@)fy) = fle—y).
[Uplné feseni této tlohy lze najit v publikaci [4], str. 59.]

Priklad 9

Urcete vSechny funkce f: R — R takové, ze pro libovolna z,y € R plati
f@)+y=f(fx)+fly) - L
[Navod: Vyuzijte symetrie pravé strany. Jedinym fesenim je f(z) = = + 1.]

Priklad 10

Uréete viechny funkce f:RT — R, které pro libovolnd z,y € R
spliiuji rovnici

f(zf(y) = flzy) + .

[Uplné Feseni lze najit napi. v [6] — 51. roénik MO, tiloha A-TIT-6.]
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Ciselné posloupnosti
a véseni zaclon

KAREL PAZOUREK

Gymnéazium Tfebon

V tomto ¢lanku popiSeme zajimavou tlohu (inspirovanou redlnou si-
tuaci), kterou vyfesime vyuzitim nékterych znadmych faktt tykajicich se
¢iselnych posloupnosti a dale znalosti souc¢tu nékolika prvnich ¢lend geo-
metrické posloupnosti.

Zadani tlohy je nésledujici: Chceme povésit zaclonu tak, aby hdcky,
na nichZ zaclona vist, byly rozmistény v pravidelngch rozestupech. Kolik
hdcki muzZeme pouzit?

1. Jak vésime zaclony

Prirozeny zptisob véseni zaclon je nasledujici:

V prvnim kroku povésime ziclonu v obou krajnich cipech (obr. 1,
vlevo), potfebujeme k tomu 2 hacky. Ve druhém kroku piiddme jeden
hécek uprostied (obr. 1, uprostied), pouzili jsme tak celkové 3 hacky.
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